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1 数理统计的若干基本概念

1.1 总体和样本

定义 1.1 (总体) 一个统计问题所研究的对象的全体称为总体，总体中的每一个对象称为个体。总
体的性质称为总体特征，用参数表示。在数理统计学中，总体可以用一个随机变量及其概率分

布来描述。

定义 1.2 (样本) 从总体中抽取的一部分个体的集合称为样本，样本中的每一个个体称为样本点。
样本的性质称为样本特征，用统计量表示。

1.2 样本空间和样本的两重性

定义 1.3 (样本空间) 设 X 为随机变量，X 的所有可能取值所构成的集合称为样本空间，记为

X。



定义 1.4 (样本的两重性) 样本具有两重性：在实施抽样后，它是具体的数；在实施抽样前，它被
看作随机变量（随机向量）。

定义 1.5 (简单随机样本) 设有一总体 F，X1, X2, · · · , Xn为从总体 F 中抽取的容量为 n的样本，

若

(1) X1, X2, · · · , Xn相互独立

(2) X1, X2, · · · , Xn相同分布，即同分布于 F

则称 X1, X2, · · · , Xn为简单随机样本，

2 统计量

定义 2.1 (统计量) 由样本算出的量称为统计量，即：统计量是样本的函数。

注 统计量只能与样本有关，不能含有任何未知参数。

2.1 常见的统计量

定义 2.2 (样本均值) 设 X1, X2, · · · , Xn为来自总体 X 的容量为 n的样本，则

X =
1

n

n∑
i=1

Xi

称为样本均值，它反映了总体均值的信息。

定义 2.3 (样本方差与样本标准差) 设 X1, X2, · · · , Xn为来自总体 X 的容量为 n的样本，则

S2 =
1

n− 1

n∑
i=1

(Xi −X)2

称为样本方差，它反映了总体方差的信息。而 S称为样本标准差，它反映了总体标准差的信息。

特别地，E(S2) = σ2 = D(X)。

命题 2.1 样本均值和样本方差是两个最常用的统计量，它们具有如下性质：

(1)
∑n

i=1(Xi −X) = 0

(2) 设非零实数 a, b为常数，作变换 Yi = aXi + b，则 Y = aX + b, S2
Y = a2S2

X

(3) 对于任何常数 c，有

min
c

n∑
i=1

(Xi − c)2 =
n∑

i=1

(Xi −X)2

即样本均值 X 是使
∑n

i=1(Xi − c)2最小的常数。

定义 2.4 (样本矩) 设 X1, X2, · · · , Xn为来自总体 X 的容量为 n的样本，则

an,k =
1

n

n∑
i=1

Xk
i , k = 1, 2, · · ·
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称为样本 k阶原点矩，特别地，an,1 = X。称

mn,k =
1

n

n∑
i=1

(Xi −X)k, k = 1, 2, · · ·

为样本 k阶中心矩，特别地，mn,2 = (n− 1)S2/n。

样本的原点矩和中心矩统称为样本矩。

定义 2.5 (二维随机向量的样本矩) 设 (X1, Y1), (X2, Y2), · · · , (Xn, Yn) 为来自二维总体 (X,Y ) 的

容量为 n的样本，则

X =
1

n

n∑
i=1

Xi, S2
X =

1

n− 1

n∑
i=1

(Xi −X)2,

Y =
1

n

n∑
i=1

Yi, S2
X =

1

n− 1

n∑
i=1

(Yi − Y )2,

SXY =
1

n− 1

n∑
i=1

(Xi −X)(Yi − Y )

分别称为样本均值、样本方差和样本协方差。

定义 2.6 (次序统计量) 设 X1, X2, · · · , Xn为来自总体 X 的容量为 n的样本，记

X(1) ≤ X(2) ≤ · · · ≤ X(n)

为 X1, X2, · · · , Xn的从小到大的排列，则称 (X(1), X(2), · · · , X(n))为样本的次序统计量。

定义 2.7 (样本变异系数) 设X1, X2, · · · , Xn为来自总体X 的容量为 n的样本，S为样本标准差，

X 为样本均值，则称

ν̂ =
Sn

X

为样本的变异系数。

定义 2.8 (样本偏度) 设 X1, X2, · · · , Xn 为来自总体 X 的容量为 n的样本，S 为样本标准差，X

为样本均值，则称

β̂1 =
mn,3

m
3/2
n,2

=
1
n

∑n
i=1(Xi −X)3(

1
n

∑n
i=1(Xi −X)2

)3/2
为样本的偏度。它反映了总体偏度的信息，总体偏度的定义为 β1 = µ3/µ

3/2
2 。此处，µi, i = 2, 3

分别为总体的 i中心距。

定义 2.9 (样本峰度) 设 X1, X2, · · · , Xn 为来自总体 X 的容量为 n的样本，S 为样本标准差，X

为样本均值，则称

β̂2 =
mn,4

m2
n,2

− 3 =
1
n

∑n
i=1(Xi −X)4(

1
n

∑n
i=1(Xi −X)2

)2 − 3

为样本的峰度。它反映了总体峰度的信息，总体峰度的定义为 β2 = µ4/µ
2
2− 3。此处，µi, i = 2, 4

分别为总体的 i中心距。
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2.2 经验分布函数

定义 2.10 (经验分布函数) 设 X1, X2, · · · , Xn 为来自总体 F (x) 的容量为 n 的独立同分布样本，

将其按大小排序为 X(1) ≤ X(2) ≤ · · · ≤ X(n)，对任意的实数 x ∈ R称下列函数：

Fn(x) =


0, x ≤ X(1)

k

n
, X(k) < x ≤ X(k+1), k = 1, 2, · · · , n− 1

1, x > X(n)

为经验分布函数。

易见经验分布函数是单调、非降、左连续函数，具有分布函数的基本性质。若记示性函数

IA(x) =

1, x ∈ A

0, x /∈ A

则 Fn(x)可表示为

Fn(x) =
1

n

n∑
i=1

I(Xi ≤ x) =
1

n

n∑
i=1

I(−∞,x)(Xi)

注 经验分布函数 Fn(x)是样本的函数，因此也是统计量。它可能取值为 {0, 1/n, 2/n, · · · , 1}中
的某一值，因此 Fn(x)是离散型随机变量。

若记 Yi = I(−∞,x)(Xi) 则 P (Yi = 1) = F (x), P (Yi = 0) = 1 − F (x)，且 Y1, Y2, · · · , Yn
i.i.d.∼

b(1, F (x)) Bernoulli分布。故

nFn(x) =
n∑

i=1

Yi ∼ b(n, F (x))

因此对 k = 0, 1, · · · , n有

P (Fn(x) =
k

n
) = P

(
n∑

i=1

Yi = k

)
=

(
n

k

)
[F (x)]k[1− F (x)]n−k

从而

E(Fn(x)) = F (x), D(Fn(x)) =
F (x)[1− F (x)]

n

命题 2.2 利用二项分布的性质，可知对任一固定的 x ∈ R，Fn(x)具有如下大样本性质：

(1) 由中心极限定理，当 n → ∞时
√
n(Fn(x)− F (x))√
F (x)[1− F (x)]

L−→ N(0, 1)

其中 L−→表示依分布收敛。
(2) 由大数定律，当 n → ∞时

Fn(x)
P−→ F (x)

其中 P−→表示依概率收敛。
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(3) 由 Borel强大数定律，当 n → ∞时

Fn(x)
a.s.−→ F (x)

其中 a.s.−→表示几乎必然收敛，即

P
(
lim
n→∞

Fn(x) = F (x)
)
= 1

定理 2.3 (Glivenko-Cantelli定理) 设 r.v. X1, X2, · · · , Xn 为来自总体 F (x)的容量为 n的简单随

机样本，Fn(x)为经验分布函数，记 Dn = supx∈R |Fn(x)− F (x)|则

Dn
a.s.−→ 0

即

P

(
lim
n→∞

sup
x∈R

|Fn(x)− F (x)| = 0

)
= 1

其中 sup表示上确界。
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