
 Discrimination Classification

一 Bayes 分析 框架

对于类别 兀 兀2 的 总体 1 总体 2 其根无率密度为 f 1入1 f21 1

将样本集分 2 类 R R U Rz I Rin Ra 41

误判概率
P 21 11 P X E R2 l T i l f Rzfilxldx
P 1112 P I X E R I Tz I R fzlx dx

十

1iiiifiii tt

1 - 1 先 验 根无率

没属于 兀 石 的 先 验 柖无率 Pi P2 Ip Pz 11 则有后验 松无率

P1观测对象被错 误判为 不 P 11121 P2

Pl观测对象被错 误判为 兀工 P 12111 p

二1 错分代价

代价矩阵

忿类
为 样想

真实 不 0 C12111

总体 兀2 C11121 0



平均1期望1 错分代价 ECM

RM吕 ECM C1211 P 211 Pt CC1121 P 1121P2

C12111P.IRzfilxldxtccllzlpzkitzlxldx

clililP.II k.fzlxldxltccllzlPzk.fr lxidx

C 2111PitfR.ICIIRIPzfrlxi.ci2111P.fi1X1 dx

R I ec i l z l Pe f lx l 1 1211 Pif lxl O

i 若品 ii品 i
同理

12 it 芯 ic品 i

特殊
当 C 112 C 121 1 时

判别 规则 R 古芯

min TPM P 211 P P1112 P2 总错分根无率

后
半

ㄋ
店产𠍆鱀

率 PIT 1X0 P大财管大
xo ET Imax后验

pinux P
大人叶管大

Tip 台iiibÉiiù鼎东殊 当 C 1121 112 Pi二Pr 时

判别 规则 R 本品 1

此时 即 为 MLE



二 两 正态 总体 的分类

一 同方差 Σ 二 Σ 2 Σ 1 LDA 判别 1 i岂介𧬋 塈 态
记 X X Xz Xi IT E RP 的木既率密度为

fix 1 12下TI IE i expf E X Mi TE Ix Mi i

其中 i 1 2 代表 2 分类

分类规则 R t in fz1xi 出 RIP

代入 取对数
R 一专 IX M1ITΣ I x M lt 专 IX M ITΣ X M log1 Eli只吊 I

其中 LHS IMi M IT Σ x 一 专 IMi E M 一 2
T Σ -1 2

1 一 LIT Et x 一生 M 一MeIT Σ IM tM21

1 一MeIT Σ t I x M坐 1

样本估计
分类规则 最小 ECM法则

Ri I不 xii six 一生 1不 isi xitx i log IE iii帘 I

或
R I x _x r IT si x Til log Eiii帘 I

其中 xi 二 方 Ěixii xz 二 六点xzi
S n li器 xii xillxy xiiT

S in ii É Xii IIIXY ET

Spiniihihsitniini is



特殊 当 CC1121 c 2111 R Pz 时
R T T Is X iT xiTSpt.IE

记 g à Tx 其中 ā x ̅ x ̅ Tsi
记 i 二 主 1东 ū 1 其中 Itūz 二 1不 不1Sp IT 不 I

āx Xz

即 yi āxi
判别

Fishen
Ri à x g ā T.xiti.mn

线性判别函数 i ui j m

对 新 值 x go āxo 若 了 in 则属于 兀

一般 情况
Ri I不 xii six 一生 1不 Risi xitxi̅ log liii资 I

或
R I不 xr̅ IT si x x ̅ E log liii'ii I

Tip 可以 标准 化后 比较 à 二 lāàā Xi 均 标准 化 1

1 二 1 异方差 云 Σ2 1 Q DA 判别 1

类似地 计算 密度函数 之 比



苦Yi 二 expf iix u.IT Ei's x
M.lt三 X MITE I X

M.li1 到
之

二 exp 三 XTIEi EilxtIMizi MEEilx

iuizilu.tl uiziuz1 Íloql管 i

记 k 三 luizilu.tl uiziuz1 Íloql感

判别

三 评估分类 函数
由之前 的推导 总错分概率

TPM pik.fi lxldxtpzk.fr lxldx

选择 Rǐ Ri 使 min TPM 称为 最 优 失误率 OER

OER Pikifilxldx pzkifzlxldx

Rm R Re 是对总体 的考虑



1 1 正态 总体假设 例
由之前 的 推导 P P2 C11121 1 12111 Σ1二Σ7 Σ 1

y 1 µ M2 TΣ a Tx

有

R.ly y E'lMi Mr Σ I M t M I

R.ly yCE'lMi Mi Σ IM M I

由 X n NIM E 故 Y f.IM Y 0yi 或 左IMay oil
Miy GTMi IM 一MeITΣ Mi i 1 2

0Y a Σa 1Mi M.IT Σ M Mz 二

计算 误分率
TPM 二 Pi.pl2111 Pz.pl 1121 1 P pal

而 ㄗ 17111 P1 Y C E I Mi M i Σ 1M t Mi Yn f I

P1 YIM'Y c 一三 1 1 实际为 1 1

P 1 Z c ㄧ三 1
二 I 1 一 三 1

同理 Pll121 P I Y 生 M 一 Mi ITE'IM t Mil I Y f2 l

p 1 YoY
丫 专 01

P 1 Z

I 1 一
三01 ii Ty

若 P P 二生有

OER 立 I Èolt 三二 01 I1 㐋 ol

Tip 意义不大 因为 我们 不 知 总体信息



1 二1 真实失误率与表 观失误率

真实失误率 AER

AER 二 Pike filxldxtpzf at zxidx
其中 i 与 R 为 分类模型 对样本训练后的分类

R xiii Six 一 专 IT x i Si IT 不 log Ila品 I

Ri xi 不 IS i x 一 专 IT xi Si IT 不 Clog Ila品 I

表观失误率 APER

APER
ㄇ
n In M

正确率 二 ¼ 士品

真阳性率 灵敏度 命中率 查出率 品

假阳性率 FPR 二 㗊

特异度 1 - FPR 1 - mn

准确度 nYn in

样本预测
T T 2

实际 么 nicn mn

总体 在 nzinnz cn 2



四 Fisher 线性判别
1 -1 两 总体 Pi P2 C12111 1121 下的最小ECM法则

Xi Xz Xn E R 来自 2个类 不和 不 各 n n2个 即 n tn n

记 Xiijl ix x xn I 为来自第 i类的第 j个个体 即
Ti Xin Xi il Xin I

兀2 Xpil 421 Xlzml

总体 均值 方差为 M Mr ERI Σ Σ ER ㄗ 类似地样本参半

为 Xi X2 E R S S ER 4ㄨ1

Fisher 假设 云 二 Σ

分离度 可 D x XiTsi I II
其中 Sy n in z Élyii y 1 十点yep y p āspà

而 y 为 X 的 线性 组合 与之前 Bayes 推出 结果相同

g a x 1 xi x IT Si
分离度 yi y IT I n āspà ādicā d āspà

Proof 证明 g 可使 分离度 I y 最大 d Sp d

mǎ sp
1 āx 一 āㄨ 1 䜌品āispà

其中 d x 一 2 分离度 n T Sī 不不 1

由之前 的引玷 max dis i d 当 a c Sp IT xu



五 多总体判别
没有9个总体1类 其概率密度为 fix i 1.2 g 记 先 验

概率 为 Pi i 1.2 9 记 CCKI il 为 将实际为 Ti 的个体划分云

兀K 的代价 Bayes
没划分结果为 R R R 1.2 g 有

PIRI i SRR fi IX dx
单个 误判代价为

ECM i 蝱 PCRlil CI Rlil i 1.2 g

期望误判代价为

ECM 二 ECMCi P

目标

RMzIMRg
ECM ECMCi p

二 Pi 蝱 PIRIII CCk l i

Pi 蝱 kkfilxidxl CI klil

结论 最小化 ECM 可化为

min 着 Pificxl cc kli

将 x 分配 给 兀R k 1.2 9 证明 略

1简化 没 Clkli 1



上式 11 40 等价于 后验 木既率 P TRIX I P1给定

观测 值 x 来自 Tr 最 大 化 的 法则 其中

PLTRI
PR fR X

养P fix
二 先验 X密度 归一化

正态 假设

计算 logIPRfR IX X E RP
二 logPR I log12ii Í log1Σkl I X MKTΣk I X MR

IE

deIX 三 log1Σnl 三 IX Mr ITΣE X MR t logPR

样本估计

dirixi 一生
log 1Snl 一 三 IX xr̅ ITSk X_Xk logPR

k 1.2 g

Σ 口 相同 假设
ㄨ相同时全相同 可省略

dg x 三1091Σ1 一生 X Σ x MEΣ X Í MEE'Mkt logPR
dk x MRTΣ'X Σ MRTΣ MR十 109 PR dk

线性判别得分Rule Xo E TRI 若 drixi 最大



样本估计
Sp im ttn_ggIcniDs.fi_

故

LdkX RTSp X IETS.pt x ̅ cogPr 1 ÌXTSp
Σ X xr̅ ITSpt X xk̅ It log PR

二 一三 DRixY t Wg Pk
其中 DE ix X RT Si X R1 R 1.2 g

简化 P R Pg logPR 相同

可记 dn X Σ DR X1 距离判别 1
生 X RT Si X R1 R 1.2 g

六 多总体 Fisher 判别
H 总体

Fisher与上面 问题 相同 但 假设 只为

Σ Σ Eg Σ

记 M 为 联合 总体 均 值 向量

M 方言 Mi E R

PIE
Biu 二 点 Mi ūlcui ūī



对个体 X ERP 作 线性 变换

Y aTX a ERP

于是有

E 1Y ATMi 对 每个总体 兀 i i 1.2 9
Var Y aT Σ a 对 下 i 均 相同

IE

My 方言Miy aㄒ ER

其中 Miy a Mi ER

组间 差距

luis MY1 I ciui aiū
Var111 a Σ a

a 1M lūli Mi īuila
ai Σ a

恐
目标 最大化 组 间 差距

mǎ
a Bma
GT Σ a

引理门 没 入 入2 八s 0 为 Σ Bin 的 s min lgt p
个 正 特征 值 ei en

ie 想下向量 且使得一 一 佂 一 一一

干是 能 使 照
ㄧㄛǖ

一

最大ā的 a e 在 满足约束



Carl aix a ix 0 条件下 使 上述 比值最 大

以此类推 are er 使 Cou larix a ix 0

当 ick 时 使 上式 比值 最 大

故 找到对应 的 an e k k 1.2 9
称 GRX 为 第 R 判别量 满足 Var larix 0

引现 2 i已 y ajx 其中 a 为 Σ Biu的 特征 向量

就有

Élyj MiYi 2 1X Mi IT Σ I x Mil

- 2 dilxl XT Σ x 2hogPi

若 入 入2 2 2 As 70 入sn 八p 则

ilyi Misi 对所有 兀 i 1 i 1.2 91 均为常 值 即
只有前 s个判别量 yi 对分类有 贡献 不妨设 印 二方

判别规则 若只用前 rlrcsl 个判别量

Écyj Mky 12 Ilailx ME

Élaiix Mill itk

对 it k 成立 则 判断 X E TLR

Σ
-1BM

Tip 离 Mk 更 近 故 为 Tk



1
引理 3 定义分离 变量

5 MiTUT E Mi T
也可表示为

5 入 it An t.it ls
其中 入 入2 入 570 为 Σ Bu 的 正特 值 值

Bu IMi ū uiyū
T

1 1 木车本 1下面所有的 X E RPI

B 二 点 I x ̅ 一 x ̅ T x ̅ IT x ̅ g点不
W cni 1 Si Si Éilxiexi̅ll Xii Xii

Sp nitmtutng g

止的 目标
à Bā

mǎ āwà

判别 规则 W B
计算 W'B 的 特征 值 入 入2 入s 70

和对应的 einer es 有 将 Mi xi

y ej X E R iMig ej Mil

Ily 一 MRY I Élyj MiYj
2

it k 则 yjejx ETR


