
 一 正交因子 分析
-1 模型

没 p 维 向量 X 1 Xi X2 Xp
T E RP E X M u s Mp

Var IX 二 Σ 假 没 X 可用少数的 随机变量 Fi Fz Fm I mcpl 比车

好地 线性近似 写出如下 回归 模型 的 因子 模型

u t an F taizFzti it aimFm t E

2 Mit az FitazrFzti it aemFm t Er

Xp 二 MptapiFitapzFzti it apmFm t Ep

其中 Fj 称为 公共因子 E 称为 特殊 因子 aij 称为第 i个变量在第

j个因子上 的载荷 矩阵 A aij pxm 称为载荷矩阵
IE F 1 F Fz Fm

T
E Rm E 1 E Ez EpIT E RP 因

模型可写作

X M A F E

Tip A 系数未知 F为 随机 的且未知 i

相比 回归模型 M系数已知 参数 β 未知但不随机 Y Mβ E

二 模型 假设

11 E1 F 0 Var F I

21 E 1 E 0 Var 1 E 1 0 diagl 2 4 1
131 Cou F E E IF ET Opxm

称 这样 的 因子 模型 为 正交因子 模型



三1 正交因子 模型 的 协 方差 结构

Σ Varl X E I X µl l X MIT 了

二 EI IA Ft E II AF E

TIEEIA FFTAT EFTAT T A FET t EET

A E FFT AT 十 EI EFT AT t AE IFETI t E EET7

A Var F AT t O t O t Varl El

二 A AT 十 I

故有

Var Xi Ōii a i i t a i it taint i i 1.2 p
记

hi 二 Gii Gii aim 表示 m 个公共因子 对 原始变量

Xī 的方差贡献 总和 称为第 i个 共同度 共性方差 而其中

i 称为 特殊度 1 特殊方差

任意 2 变量 Xi Xi ER 的 协方差为

Col Xi Xj Coul Mit ÉaikFR t Ei Mit ÉajR FR t Ei I

由 Var F I 二 I Var E I 均对角 故

Covl Xi Xj 二 品GiRaiR

Tip ij It 2 pi Xi Xi 的 协方差仅由公共因子 A 决定 与特马

因子 I 无关



Cov 1X F E I X M IF O IT了

二 EI IA Ft E FT

A ELFFT t ELEFTI

A Var Fl to

二 A

故有

CoulXi Fjl a ij i e i l 2 p i j E f 1 2 m

记 bi a it Gzi ai 表示 Fi 对所有原始
变量的影响 归因于第 i个因子 的样本总方差所占比例 器i

Tip hi 为 A 第 i行 平方和 bi 为 A 第 j 列平

方和

1四 1 模型 的 伸缩 不变 性

没 C 为 对角 阵 对 X 作 伸缩 变化 CX

CX CA Ft CE

令 Y CX Ā CA E cc 此时

不妨没 M 01

Y Ā F E

模型 假设 仍然 成立 F因子不变 故 问题 等价

取 C diag go i 12 p 则有

Cov 1 Y 1 Coul CX I



二 CCo CXI CI
二 C E CT

Rx

即 Cor Y 为 原 的 相关系数阵

结论 从 X 的 协 方差 Σ 与 从 X 的相关阵 Rx 得到
的 F 是 相同 与 之 对比 的 是 主成分却 没有这个性 F

1五1 因子表示 的 不 唯一性

没 T 为 正交 阵 且 TERmxm LT TT TTT I 1

有

X M A F E

M AT T T F E

记 Ā AT F TTF 有

Mt Ā Ft E

其中仍有 E IF 0 Var F I Cor IF E 0

仍有
Σ AAT I ĀĀT I

共同度 hi 也不变



二 因子 模型 的 估计

估计载荷 阵 A 和 特殊 方差 E diag i 1.2 p

一 主成分法

没 总体 协 方差阵 Σ 的 特征 值 入 入2 dp 有如下

分解

Σ PA PT 二 点几Pip

二 不p 不pz 那即 1
严
㣈1

二 队立 P八三

AAT
其中 1 diag 八i P为正交阵 即 A P位 ERPXP

并没有 降 维 略去 Σ 的 后 P m 个 特征 值

Σ 入 P Pi

ㄗ npz in 1
AAT

如此 A PAi E R
队m

其中 P 1p pz pm E R
m

而 八 二 diag 入 入2 am Rmxm

然后 取 I 二 diag Σ 一 AAT I 即 Σ AAT 主对



角 元素 构成 的 对角阵 I ERPXP

样本 估计
Ǎ Pin 主

Ē diag S ǍǍT
其中 S PǍPT

1 1 迭 代 主因子 法

对 样本 X E R 邓 求 相关 系数阵 RERPXP
利用 hi Gii aii Gim i 1.2 p 替代 R

的主对角线 得到 12

12 IT Iz 后 得到 Āz 二 PÀÈ
Ēz diag R ĀZĀEI 后 更新 hi

即 12 i hi i
回到 直到收敛

R

替换的 c 更新ni

赵
Ǎ
Iǒ

初始 hi hi i Eou Xi XiD或
hiò

j 然im Icoucx xj172

i P



Tip 收敛后 Ē 仍有 c O 则 不可取

三 极 大 似 然 估计 法

假设 F E 正态 F E
T
联合 正态 则有

X M A Ft E N Np M AAT 0

记 l M A I 1 为 对数 不以然 函数 MLE 为

ù Ā È ǎiginǎy l IM A I 1

- 是 loglAATII IXi MITAATIIixi MI

Tip liū Ā I 无 解析 解 可 使用 数值 优化

1四 1 样本估计
常常 根据 样本相关阵 只 作 谱 分解 入 112

Np 0 Pi 为 Ni 对应 的 单元 特征 向量 且

P P Pa ppl ERP 有估计

载荷矩阵 Ā 1 Tip 不2Pa TimPml
E lai pxm 1 ps m



牛寺殊方差 G 1 - Ěàij i 1.2 p

共同度 hi
2

二 品 Gi i 1.2 p

F 对所有P个原始变量 的 方差 贡献 估计

bi 二 点 àj 11Tj pill
2

ng j 1.2 m

Tip 因子个数 m 的 选取

ji 八
例如

青儿
α

三 因子 旋转

满足 因子木莫型 的 方差 结构

Σ AAT I

的载荷 矩阵 A 不唯一

相位 的 因子模型

X M AF T E

的公共因子 F 不唯一



eg X M A F E A TT F E 当 T 为正交阵成立 此时

A AT F T F 也满足 X M A F E

eg
要求 G A E AT为 对角阵 且对角元素 从 大 到 小 排列

因子正交旋转 T 为正交阵 否则为 因子 斜交旋转

常见 的 正交 旋转

① Uarimax 每个因子 Fi 仅有少数大 的 Gij li 1.2 P
即 A 中列差别大

max v 节点1点ai
4

一 声1点 ci 门
二 点 方言 la 一 声点aizpg

lc ie anyni

② Quart imax 每个原始 变量 Xi 仅与 一 个

强 相关 与其他 近似 不相关 即 A 中行差别大

将上式 ii 互换 即可



四 因子得分 估计 F
木莫型 X M L F E

协方差结构 之 二 LLT 4
公共 因子 F 的 估计 称为 因子得分

1 - 1 加权 最 小二 乘法

min 点 出 二 E 4 E 证明 见后

X M LFTU IIX M L FI

上式 估计值 由最小 二 乘估计 1 四归 X M LFt s 知

F f II 4 L LT 4 I x M1

代入 估计值 1 极大 似 然 估计 E 区 1

ti E E i it lxj XIi l 2 in

若 X 标准化 后

fi LEE Li T EE Zj j 12 in

若使用 主成分估计 1 E 估计不出 必 或得 说 区二 II

i I EET ET IX X

标准化 后
EP A 三fi LEE T E Zj

1 一 主成分估计
E In

eineictt
in en Ii

此时有 因子 得分 为 fi二 NIP P八士 八ipilxixl



fj I ei x x In iim e R iieilxj x ̅
对比 PCA 的 主成分 I

j I eiix x II izi.im E Rm

方言 i o

1二 回归估计 法 六点 I I

Assumption

作文没 X M L F E Np O LLTt 4

假设 1X M F 声 m Np.im10 Σ 联合 正态

分布作文没 Σ ERIPtmIXIP.im1

Σ Vail Yi var IL FEI
LE 4

in 芦 Npm10 ΣLT

Conclusion 条件分布
E F 1X X LT ILL t 41 I X M

Cou F 1 X X Im 一 LT LLT十九 T'L

于是 因子得分 1 代入 MLE 估计 必

ti
R E'I
EEIEI

x x ̅ ji.zi.im

s



1 三 1 近似 等价 性

fi I E 不 i E 4 I Xi x ̅

IfR TIE it I I x x ̅ I

Proof 代数 变换

j 1 E E'E
1 It ET EE II It ETE i
必 IXi x ̅ I

证明
E'I E I It ETE
I.ITE E til IXi x1̅

T T E I I ETI I.fi R

1 1 I fi R

其中 Δ E'E'E

四 主成分 因子 分析
PCA 原始变量 的 几个 线性 组合

Xi

Xz PCI

7
PC2

XP 主成分



探索 性 因子分析 EFA

Xi E

F
Xzc E

X3 C E3
_

Fz
Xp C Ep

因子 观测 误差

补证

证明 S 1 ǏǏT E 的元素平方和 入mi十几mn十 十 几ì
Proof 记 S PAPT IP PalINnall剧 Pin PT P八 P2

而 E P入 P 而 Ǔ 为 S E R八 P2
T
的对角元素

故 S LET_ǐ P2112PT diaglPzll PT

其元素平方和 R亿RT 的元素平方 和

而由 A 无东平万和 ㄤ AAT 知

tr Pz八2P PazPil trl RN Pi
二 trIRP TN l
二 点八

2

故 S I - F 的元来平子和 入mi 入mn 入户 口



补证
It L y L LT4 LTILLT 4T

其中 LE R
m 4ERPXP目对角 I ERPXP

Proof

引理 Woodbury 矩阵 恒等式

At U CUT A 一 At UCC't VA UT'VA
其中 A ER 可逆 CERRXR 可 逆 U VT ER Xk

回到原题 A I C 4 L V L U

有 It L 4 L 二 I ILTUtLILTILI
I LTlttLL.TT'L

故 LHS I LTlttLLTNLJ.LT4 1

LT 一 LT 4 LLTHLLT4T
LT4 14 LLT LLT4

其中 中 14 LLTL.LT4
4 LLT 4 LLT 4 4 LLTI LLT4

14 LLTT'II t t'LLTI 九 LET'LLT4

4 LLT t It 1L LT4 T LLT4

14t LLT
故 LHS LT 4 L.LT t RHS



补证 min 点 器 E 4 E

X M LF IT Y I X M LF

矩阵求导 驳 a

2我
AX

IATA X

记原式 G F X M L F 4 I X M LF

X M 4 X M FTLT4 LF

FTLT4 IX M X M IT4 1LF

故 癸 O 2144 F
2LT4 x µ

0

有 1LT4 L F LT4 X M

故 F LT4 Ll LT4 X M I

条件分布
1条件分布 conditional distribution 已知 X 是 X X2的联合

分布 1joint distribution1 服从如下联合正态分布

x 谈 心品 定器
且 已22 可 逆 则

Xi Xz N M it Σ12 i IXz Mil Σn Σ12222 已211

即 给定X2时 Xi 的分布


