
 

一 总体主成分

主成分 在代 数学上是 p 个 随机 变量 X Xz Xp 的 一些特

与线性组合

没 随机 向量 X IX Xi Xp TERP 其 协方差阵为

己 亡的 特征值为 入 八 入p 0

没 系数向量 a i Iain Giz Gip ERP 则有线性组合

Yi aix aiixi
易知 有

Var Yi 1 ai Σ ai

Cov Yi Yr a i Σ ak
主成分 是 Yi 中 不相关 的 Y ½ Yp 同时要使得

Uarl Yi a Σ a 尽可能 的 大

结论 总体 主成分

没 Σ 为 β随机 向量 X IX X 2 Xp ERP 的

协 方差阵 Σ 的 特征值 一 特征 向量为 in i e i l

i 1.2 p 且 入 几2 Rp 0 则 第 i个 主成分

Yi e i X i 1.2 P
其中 ei I e i i e iz lip ERP Yi ER

此时有

Var 1Y1 e Σ ei 二 Ri



Col Yi Ykl e i E e r O i k

证明 易知 mǎaāü 二 八
引理

当 a e 取到 I

加入 e ie 二 1 故有
Var Yi1 eize lie 入 no aāu
即 Var 1Y 1达到 最大

类似地 因为 aIaaen 蝱 二 八Ri理

取 a ektl 使 eriei O i 1.2 k1 1R 1， 2 pt

有 ErinΣertl eki er 1 eki Σertl 二 VarlYk.nl
而 Cki Σertil 二 八ktiekiektl 二 八 k 故

Var I Yktl 1 入Rt I

若 入i 互不相同 有 EiTER O i k 则
Coul Yi Yk I e i TΣER 入kei Tek O

若 入i 有 相同 仍 可以选出 eiek 0 同理

引理了 BE RP 正定 特征值 一 特征 向量 儿i eil 不妨没

入1 么 Rp 则有

111 Me 成 二 八 1当 x e

121 1mn 成 二 八p 1当 ㄨ ep1
13 器 er

幾 二 八Rtl 当 X eRt I

证明

B PAPT 八 二 diag 1入 PPT I 记 y P x



原式 㸉 二 gy 二 之 Aiyiliyi
显然 上式为 入i 的 加 权 和 EIRp.li

故 11 2 证毕 下面证明 13

已知 x e ez eR y PTx x Py 于是有 Py
与 ei.cz OR 正交 而 x Py y e t yzezt typep

有 o e i x e i 1点 yiei I 对 i 1.2 k 由 ei 性 F

有 O O t y i y i 0 i 1.2 k 则有

筏 Σ 入iyi Σyi2 蝱 Aiyi2 蝱 yi

同理可 证 上式 入RH 口

结论

没 随机 向量 X IX Xz Xp了 ERP 有 协方差阵 Σ

其 eigenvalue eigenvector pairs 为 I入i ei I 且 入 入p

令 Yi eix 为 主成分 则有

iii 二 点 Varlxil 二 点八i 二 点 Varl Yil

Proof 易知 Σōii 二 十v1 Σ1 对 I 分解 为 队 PT

由 迹 的 交换 性 ΣOii 二 十V1Σ1 Trl 队 阿
二 十r I 八PTP t r I N Σ 入i



定义 总方差 中属于 第 k 个 主成分 的 比例
入R k 1.2 P
点几i

结论

若 Yi e i X 是 从 之 所得到 的 主 成分 则

hi xk Eiktni
小ORR

其中 fyi Xk 1 i k 1.2 p 为 Yi 与 XR 的 相关系

数 ein 代表 特征 向量 ei 的 第 R 个分量

Proof 没 ar I 0 0.1.0 O ERP 第 k 个分

量 为 1 其他为 0 于是 X k ari X E R

计算
Cov X k Yi 1 corlakTX ci TX I

akTEei
iakT li ei

二 Ri Cik

加之 Var Yi l 入i Var I Xkl Okk 代入有

hi xk Eiktni
小ORR



椭 球

若 X Np 1M Σ 1 则有 木随 球
I X IT Σ I X M

2

i已 ㄨ X M Σ 分解 为 队 PT 则

Σ 二 1队 PT P八 PT

于是 ㄨ
ㄒ
Σ ㄨ ㄨ

ㄒ
P N I pㄒㄨ

i a PX y 有 y
T N y Σ 然

椭 球形 如

点热 二 a

每个轴 方向 y i e iTX

从 标准化 变量 得到 生成 分

zi Xjō
利用 矩阵记号

Z U½1 X M I
其中 V ½ diagloiilERPXPX ME RP
易知

Cov1 Z 1 1 V½1 Σ U½ It p
其中 P 为 X 相关 矩阵

结论 标准化 主成分 分析



有 Cou Z 1 P 的 标准化 变量 2 IZ in

Zp 的 第 i 个生成 由

Yi e i Z e i l U 121 X M I

给出 且有

兴 Var Yi 忌 Var IZ il P

PYi Zk e i k ld i i R 1.2 p

此处 入 i e i 为 PERPXP 的 特征对 且 入i 入it

此时 总方差 中属于 第 k 个 主成分 的 比例 为

入R P

Tip 对 任意 随机 向量 X E R P 有 2 种 主成

分 分析 方法

① Σ 分解 cǐi en
Yi eix

② P 分解 līi èil
Yi Ei IV 1 X M

选取 原则
① 各 Xi 方差 差异 来自本身 使用 Σ

② 当 差异 来自 量 纲时 需要 标准化 使用 P



特殊 情况
0
on

一

Σ 二

Ōpp

则 主成分 Yi 二 Xi

02 pō2 po
Σ 二 Pio Po p p p i

P.io2iiii.ioip p iii
则 入1 1 117 1 P 入2 M 1 P

e i I 市 市 布了

ei I nini nini iiiii.co 0 了

主成分 Y eiz 二 市 点 zi



二 综合 主 成分 的 样本 分量
没 数据 Xi X2 Xn 来自 M Σ I 的 总体 这

些 数据样本 均 值 x 样本 协方差 S 相关阵 口

样本主成分

对 Xi E RP j 1.2 nl 的 线性 组合

ak 二 点 aki Xji jil.z.i.in
其中 ak I Gki TERP

干是 有样本均 值 an x 样本 协方差 an San
而 Cou larix aixi ari Sae

X的分量Xi E R

XE x X 们
C

XiERP

Xi Xi X p E R X E R E i E RP

S n Σ IX i X 1 I X i X
T

xi X E RP



样本 主成分 的 标准化

D diaglJsi l

f R
MXP



h121十221- 2 n 0

对用为 1

结论



三 P 几 采用 SVD 分解

奇异 值 分解 SVD

对矩阵 X E R 邓 分解为

nxp
二 U 八 VT

其中

ǔE in A ER U U 为正交阵 uu I VVT I

于是

XTX U A VT
T UA VT

V ATUTU八V1

V ATAUT E R
PXP

XX
T

u nN u T Rnxn

若 U 为 XXT 的 特征向量 特征值为 w cu ER I

IXXT u wu

左乘 xī
XTXXT U XTX Xiu w Xu

即 XTu 为 XTX 的 关于 W 的 特征 向量 1 XTU ERP

过程 X E R ㄨP p n

合 M n IT X I ER M E RP

令 Y n i X IMT I E R ūTE R'XP



记 YYT 的 特征 向量 为 U E R Y ER P

有 Y Tu I E RP 为 XX E R P 的 特征向量

这样的 u 共 n个 lu us un ER 故

I 有 n个 Ii Ez In ERP 选前 m个构成
Im 1 I Er Im l E R

m

对样本 x ERP 估计

g ImT x Tu ERM
根据 g 分类 对于 某个 g 计算 原 X

X I m i y t lū ERP


