
 

一 成对 比较 与 重复 测量设计
1 - 1 成对 比较

① 实验 设计

样本 1 2 3 一 -

n i n

X i

ㄨ
随机分配

ik Dj 二 Xj 一 Xiz j 1.2 n

若 已知 Di 为 来自 NIS Oa I 的观测 值 则
士

D S

Sddn

服从 ten 11 其中 5 六点Dj sci n _ 点 Di D 1

② 检验 与 估计
假设 检验

Ho 8 0 us Hi 8 0

当 It 1 七α121n 1 拒绝 H

置信区间
1 d tan n_n 9

③ 折主 广 到 P 维



此时
-

Di
一 -

Xij
一 -

Xzii
Dj Diz 二 XII2 - XzizERP

Dip iie jp
结论 若 Di Dr Dn E RP 来自总体 Np IS Eat 的

随机样本 则有

T n i D S Sā 15 - s 1 带 ftp n pl
其中 15 六点Di Sa ni ID D11 Di DIT

若 大样本 1 n p 01 则 无须 正态 近似 此

时 T 服从

ㄒ
2 i xipi

多元 的 检验 与估计



1 1 比较 各种 处理 的 重复测量设计
针对 一 个 响应变量 9种处理 对同一样本进行 9种 处理

㝵到 9种结果 构成这个 观测 值 Xj ER

目标 比较 9种处理 的区别
第 j 个 又见测 值 Xj Xj xjz Xg

T
E RG j 1.2.3 n

考虑 Elxil 的各分量的对比 即
-

u 一luz 1 -1 0 o Mi

my
一 Eau

_
一

g_ _ 1 0 0 _ _1
__ Mg

uiui iii io 能
euM M

mnus òòò iii 应
C C2 E R 车

且每行线性独立 称 C C2 为 对比矩阵

于是 比较区别 假设 检验 为

Ho Cpl 0 vi if CM 0

构造 T 检验统计量

T2 n I Cx - 0 IT ICSC T I Cx - 01

结论



结论 T 不 依赖 于 C 的选择
Proof 对 对比矩阵 C Cz 有

C BCz B非奇异 1证明
于是 CCx TICISCTMCTT TBCzTTIBiiECIBTItIBCzITI

ICz xT BT IBTIC SC2T B BIG x 1

1Gx IT I CSC IT Cax I

故 G cz 等价 T 不依赖 C 的选择 口

置信区 城 对 对比矩阵 C 的 任一 行向量 对比向量 1

CERG CM 的 10011- α1 置信区间由

n I Cx CMITICSCTNIG CM
CSCTER9

df n

n_n gti Fa 1 g 1 n G 111

的 所有 Gu 构成 则 CTU 的 1 - α CI 为

CTU c x d n g
9
T Fa 1 st n G111 ft

可见习题 教材 1216 例 6.2



二 两总体 均值 向量 的 比较

考虑 2 个 随机 样本 分别来自总体1样本容量为 n

总体 2 样本容量 为 nz

具体观测 值

1 - 1 关于数据 结构 的假定
11 Xji Xjz Xin 为 来自均值向量 Mi 十协方差阵 Σ 的

P维 总体的 随机样本 Xii ERP j 1.2

121 样本 Xli 与 Xzi 均相互 独立
二1 n 与 hr 均 较小时的进一步 假定

1 两总体 均为多元正态总体

121 Σ 二 Σ 2

1三1 检了金 当 Σ 1 Σ 时

Ho M2 so us H M 一 So

由 E T T E IT - E IT M 一 Mr

由 Xii Xzi 相互独立 Cou 不 xzl 0

故 Cov Xi X Coucxl Cov 1 x 方 Σ t ni Σ 2



又作文没了 三 二 Σ 2 Σ

故 Cov T_T 二 片 六 Σ

于是 Mr 的估计为 不 x z
Cou T T 的估计为 1六十 Sp

其中 Sp Snin mi
S2

si ni i IXii IIIXij X IT

二定理了考虑 2个具有相同 协 方差阵的 正态总体 没 LI Ma Σ 1 为

来自 2个正态总体 Np1M Σ 1 Np Mz Σ 1 的样本容量 分别为

ni nz 的 独立样本 的似然函数

L 1M Mi Σ 1 的最大值 当

x Mi x Σ nitn li n ri sit n2 - 1 S2 lniinilsy

dfiPJ at Np10 Σ1.1 W_ Np10三 F Pdf_ 1
结论

Proof Xix z 二 六 Ii Xii 一 六点Xei 服从



I
Npl µ 一 Me 方 thl Σ1

而 In 11St 与 in2 1 Sz 分别 服从

Wn.tlΣ1 Wn.tl Σ1
由 Xii Xzi 独立 Si Se 古文

in 11Sit nz DSe Wn.tn E2 1Σ

因比 T 二 片十方 ii x_̅x ̅ n luluzlT.si片 tinlixi xi iu.lu21
二

多元正态随机向量 IT Wishard 阵
1 多元正态随机向量自由度

二 Np 10 ΣIT Wn.tni'E I Np10 Σ1
是符合 1totelling T 的定义 服从下分布

1四 1 椭 球
方向 Spe 二 die i
主轴长 did1六十六1 ixiiiiiiii.in iitiiiinnc

mi i.Fxlp n.tn p 11
x ̅ xi NplM luz.lt六 Σ

五1 联合置 信区间 In 11221Sp Wn.tn 21Σ1



1六 Σ Σ 但 大样本

推论
当 n i n e n 时 In 11 n tn 21 112 从而

方 Sit n 52 二 方 SitSel
1 n 1siin in tn
Sp 六十六

故有 结论 当样本容量 相近时 大样本 方法与

Σ 二 Σ 2 时 情况 方法等价
n nz 方差不等效应最小

导致 拒绝 H 的 最 关键 的 线性组合

à α 1方 Sit ns l 不 -不1
或 Sp lxi nl

七 1 Σ Ez 但 小样本



三 多个多元总体 均值 向量 的 比较

1单因子 多元 方差 分析
见书 P226



从 9 个 总体 分别 抽取 的 随机 样本为

总体 1 X n X iz Xin

总体 2 Xzi X22 Xznz

总体 g Xg Xgz Xgng

目标 多元方差分析 首先 被用来研究 这些 总体 的 均

值 向量 是否相等 若不等 找出 哪些 分量有显著差

异

1 - 1 单因子多 元 方差 分析 的 假设

Assumption I 这 9 个 总体 的 均值为 Me ERP 1 e 1

2 gli 所有 样本 均 相互 独立

Assumption 2 这 9 个 总体 均有 公共 的 协方差 ii

Assumption 3 这 9 个 总体 均 多元 正态总体

1 1 一 元 方差 分析 s ER Σ 02 ER

对 g 个 总体 的样本
Xei X ez X ene NI Me O I

l 1.2 9 Xei E R 一元正 态 NI Me 021 同方差 02

作文没木佥马佥



Ho u s g us Hi k l MR t Me

重新 参数 化

将每个 均值 Me 改 为

Me M Ce

其 Me 为 第 l 总体 均值 M 称为 总 均值 Ee 为第 l

个总体 1处理 1 的 效应

新 假设 检验

Ho Oi 2 Tg 0 us Hi l Ce 0

模型

重新 参数化为 Xei N I u t t e 021 可表二

为

Xei Te eai
其中 eei 为 ii d N 10 021 随机 误差

为了 唯一 地 确定 模型 参数 及它们 的 最
二乘估计 通常 要 附加 约束

宝 nice 0

又见 测
在 观测 值 上 也 做 变化



Xej - x Ixej xe l t I Xe X 1

1上式 为 恒 等式 1 其中 Xei 为 观测 值 x 为样本
总 均值 IT x 1 为 处理 效应 Ze 的 估计 1Xei
- xe 1 为 残 差 即

为 M 的 估计
Ee xe x I 为 Ee 的 估计
I xei - x el 为 eei 的 估计

方差 分析 ANOVA 1 一 元 1

平方 求和

杰 lxei xp 二 点 lxexp 十点 lxei xep

因为 总 lxe x llxei x e 二 ixe x1器 xeixi 0

最后 化 简

杰 lxei xp 二 点 nelxe x F十点 lxei xe F

SS总 二 SS处理 55残差

自由度 Ine 1 g 1 ne g

SScor 二 SStr t SS res

结论
sstr 119 - 11

F ss es lzeinagl
F 19 -1 zeinag 1



当 F Falg 1 Σne 91 时 拒绝 HogF大 Stri处理 大 组间差距大 显著差别 Te to

1二1 多元方差分析 MA NOVA

模型
多元情形 即 对 g 个 总体 的 随机 样本 Xej ERP

此时分解力

xej M t C e t e ei

其中 eei i i d n N p10 Σ1 仍 有 约束 Σeine te 0

观测
类似 地 分解 观测 值 xei ER

Xei x l x e x 1 t I Xy X e

方 差分析
平方和 表示为

Ěixei x1̅1xei xī̅ 二 ineixixi̅ixe̅xī̅
器 xe xe̅llxeixui
B W 1点 se

组间 组内
t

补充 1 了解即可 1 w Écnense





Wilks



四 效应 Ee 的 置信 区间 判断 两 总体间边际比七

设 TRI f R 为 ER ERP 的第 i 个 分量 由于

ER xr̅ x ̅ E RP
为 ER 的 估计量 故有

Eki 二 Xki 一 Xi ER
为 Tki 的 估计

于是有
Eki 一 Eei Xki 一 Xei

求方差 XRi NIMR.hr Ōiil
Var Tini Eei1 Varlxki Xei In'nt ne loii

而 ōii 为 Σ ER 即 的 hi i1 元素 未知 故估计

Var Eki Eeil nntninwg
In 91为W自由1

其中 Wii 为 WE R 即 的 i i1 元素 n Éne

求 置 信 区间
W二 Σ ne 1 Se

首先有 P 个 分量 任 取 2 个 tei 有 台1 个 由

Bon ferro ni CI taizmln.gl
m p E P919 1112



结论

五 协 方差 阵亡 相 同性 的 检验

对 9 个 总体 检验

Ho Σ Σ 2 Σg Σ

111 经验 法则
对 Ho Σ 二 Σ 2

考虑 比车交 ōii 402 ii 或 02 ii 401 ii

则 拒绝 H

121 Box M test

对 9 个总体 的 样本 假设
Xji Xjz Xin I id Nplplj Σ i l

j 1.2 g
Ho Σ Σ 2 Σg Σ



枃 造似然 比

Is in
IS pooled 117 9112

其中 Spooled 二 至 1ne 11 line 1 Se

I已

M Iēcne 11 In ISpooled l ecne D.tn1Sal

当 H 成立
11 e M x2 U

U i I p 1119 11 c 1至 ne i n gl6關少i

当 11 CIM 九文 V1 拒绝 H



C Ca E R
9
且 Ci.I 0 其中 1 11 ITERS

且 rank CC il q 1 1正明

非奇异 BE R
5 9

s.t C BCz

Proof 由 C i I 0 rank Ci f 1 故 Ci 规范 化

c iii
故 C C2 可以通过 列 变换 转换 即

B st C BCz

而 G 1 rank CC rank BC2

mini rank 13 rank Cz I
min frank B G 1 I

9 1 rank B 9 1

rank B 9 1 非奇异


