
 

一 Mo 作为正态总体均不直 的人以 真性

- 1 一 元 统计 寸隹 断

① 关于 Mo 的 作文没 检验

Ho M Mo vs Hi M Mo

检验 统计量

t n
其中 X nÉxi s n 点 Ix x 1

当 H 成立时 t n t cn 11

当 It 1 taiz n 1 时 拒绝 Ho

②置信区间

对 上 10011- α1 的置信 区间

P I l t l tan In 11 1 - α

推出

CI I x tan in 1 i品 Xt tan In 1 i品 I

1二1 多元统计 推断 10
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① 关于 Mi E R 的 作文没 检验

Ho M Mo us Hi MI plo

检验统计量 in 11S Wml Σ1

T
2

n X luo ITS X Mol E R

其中 X t忌Xi ERP S n_i I X i X I IX - x IT ERPXP



µo I M o Mio My.IE RP

称 T 为 Hotelling 统计量

npP.ni FIP.n.pl 当 Ho 成立时

证明 dfi af Np10Σ1.1 W_ Np10三 F Pdt_ 1
对 Xi Xz X n i i d Np I M Σ1

在正交变换后 有 z a Zn ER 1 省略详细
n I X µ 1 Zn 变换细节 1

In 1IS É Zi Zi
此时 Zi 还 满足 Z1 Z Z n i id Np10 Σ

此时有 不菇设为 Ip
T2 Zn

T I n É Zizi Zn

二 In 11 Zn Ězi Zizi 1 Zn

再次正交变换 取正交阵 Q 第一行 QE 鼠
于是

QZn I llznll 0 co 0 IT
有 T 二 In 11 1QznIT 1 点 QZi11Qz.IT1 1QZnl

记 Yi Q Zi 有

忑 二 Yn 1 点YiYi 1
Y.IEQz Qzz d En i I裂ii E RPX 其中 Zii ER

而 Zni R

则 兴 YiYi Ii IQzi 1Qzi1 U



二 㵄
iiizniziiiIZiiTZii.iZ

iziiERPXP.ZiiZ.inZii Ziii

利用 矩阵 求逆公式

U 左上角 术逆 Uii IZniTI In Zizi IZiiTZ.int ziilzii I
注 上式为 标量 口 I

故 点 二 Yūlǔ 品 Yn
二 llYn112 lu

Ynn Iz niTI In Zizi IZiiTZ.int Ziilzii I

有 11Yn112 11QZnll n X2 PI
而 rankl In Zizi IZ ii Zizi tz i'll c 幂等阵

trl In Zizi IZ ii Zizi tziīl n p
故 Zni 1 In Zizi IZiiTZiziztziilziinx2in.pl

故 叩 茚 二 蟁都 下1ㄗ n 1

性质 T2 线性 变化不变 性

Y CX d

其中 CE R 即 非奇异 d ERP 此时

Ty nlY My.IT Sy I Y MY



y

有

T n I C I x ̅ M.IT I CSC T C X M 1

n I x ̅ M.ITCTICSCTI C I x ̅ Hol
n x_̅MnTCT ICT St C'C I x_̅µ l
n i x ̅ uo IT511x ̅ Mol

故 Ty T2

二 T 与 似 然 比 检马金

1 1 似一 然 比 木金马佥

考虑参数 0 E 对 随机样本 Xi X2 Xn

的耳关合分布 fix x Xnl Xi ERP 则 似然函

数为

L101 folx x xnl

假设 检验

H o i O E o US H 0

似 然 比 检验 量

Wilks 八 二 LRT
omǎǒ L101

o L101

拒绝 城 W I 八 八 CC I 即当 八 CC 则 拒

绝 Ho



Wilks 定理 当大样本时 有
Ho 成立 1 0 E 1 有 2 log L10 d x 1m

其中 m dim o dim 01

1 1 多元正态 均 值 检验 的 似 然 比 检验

当 X Xz X n i id Np l M Σ1 i4 0 1M Σ1

则有 似 然 函数

LIM Σ1 12ni 1Σ1 exp i E I lX i MITE I X i M1 I
假设 检验

Ho M Mo Σ 0 us H M uo Σ 0

Step I 0 max likelihood
oemoi L101 u.uso LIM Σ1 Rni IE ii exyi_里 I

当 µ x 之 二六点 1X x1̅1Xi x1̅ 取等

Step 2 0 o max Likelihood

omot.LI01 µm Σ o LIM Σ1 iznii.li i exyi 里 I
当 M M Σ 六点 lxi M.llxi lu.IT 取等

Step 3 八 二 LRT 似然 比木金验 量

八 二
ǒd9品 Lio

do 人101 算1i

证法 下面 联系 T 与 八

变形 之



Σ 六点 lxi M.llxi M.IT

二 六点 x 一 x ̅ x ̅ Moll Xi x ̅ x ̅ guo

二 六点 I X i x ̅ Il Xi x ̅ IT 1 x ̅ Moll x ̅ M.IT

Σ CC T I iE C 1x ̅ Mol I

引 理 I 对 矩阵 A E Rm BER ㄨ的 有

1 Im t ABI 1 In t BA I

Proof det 点n Bnnl.ae1台 Bn
det Inn至的 台 Bn
det 孚mn 品t Im l
det Imt ABI

同五里 det 吉 呈
m det 点心

一

坠的 det Int BA

故 e t l Im t AB det Int BAI

由引理 1之 1 1之十 CCT1
1 Σ Ipt É CC Il

IE E'C A C B 可 知 A ERP BER

1Σ1 1 Ipt ABI
二 1之1 1 I BAI
二 I Σ1 1 1 CTÈ'C1
1Σ1 1 1 1x ̅ Moi'I S x ̅ Moll

因为 这 二 六点 I X x1̅1Xi x1̅ n s



故 n i到 l 点
是

八
六

二 1 忑

拒绝 城

Wn I 八 八 Cn Wia IT T Ciri

niP ni FIP n p1 1H 成立1

八
六

二 1 忑

有 Ci 二 公节 Fa p n p l

Cn 11 怠 1 品 Falp n p11
证法



特别地 若 Σ 已知

Ho M Mo Us H M Mo

记 Z2 IXi M.ITΣ Xi Mol

总体分布未知 x ̅ i Np µ n三

由中心 极限 定理 n1x ̅ Mo TE x ̅ Mol xipi
H成立时 z ni x N npl x

当 E X文 1171 拒绝 H
总体分布 Xin Np M Σ I

有明确分布
ˋ X N np x

三 T 检验 的 几何 解释
1一 广义样本 方差

S Sir Sip

S Su Sez Szp E R
PXP

i i
Spi Spz Spp_

其中 Sir n 只 IXji X.li xik X 1

1 1 几何意义

ik y I X n X21 X ni
T

y I X i2 Xu XnzIT
故 y y R



iE d i y 一 X I xii x.IT i 1.2 n

同理 dz y r X I

对于 di.de 向量 引 成 的平行 四边形
di

Ldr S口 LdiLdz.dl

cosol.dzd2

而 Ld dilxii x.it d In 11s

同理 Ldz d n 11Sa

而 did2 LdiLdz.co so

cos o La Lai É Xii xillxjz xzl

s.isu rn

于是 S In 1ldsndszztl r.si n lldsi.sn 1 Ssn

计算比对 det IS S 512 s 522 s i
5品

Siz Sn

推广

det is 您积分
或 In 11S 体积

2

三1 A 似 然 比 的 几何意义

八号 密 二
1点 xi x1̅1x xi̅l
1点 IXi M.li Xi MoITI

1 In 11S1
1 n 1 SoI



几何意义

分子 di dz dp 构成 的 几 维 超立方体 的 体积 的平方

分母 将 上述 的 超 几何体中心 从 X 移到 Mo后 的 体积 的平方

信 二者 体积 平方 比 若 比例 太小 说明交集太小

拒绝 H

四 置信 域 与 均值 分量 的联合 分布

- 1 置信域

定义 没 0 为总体未知 的参数 向量 0 E ④ i已置信 城

为 RI XI 其中 X IX X2 Xn IT 为未抽样前的样本

若有 PI R X I 包含真 值 O 1 - X 则称 区域 RIX 1

为 0 的 1- α 置信城

1 1 P 维 正态总体 均值的置信城

p 维 正态总体 均值的置信城是一个木随球 由满足下式的

M 的集合构成

nlx Mi S x M I ㄗㄣ节 Falp n pl

其中 x 六点 xi S n i IXi x 11Xi x IT 这是因为有

Pini x Mi S x M I ㄗㄣ节 - Falp n pl i 1 - α

1注 分 位点 定义 不同 1



置信城 与 假设 检验

Ho M Mo V S H M1 Mo

置信城 由所有 T 检验 在 显著性 水平 α 下 不拒绝 H 的

luo 的 集合

几何 解释
置信城 木随 球中心 七

21 主轴 S 的 特轴 向量 S 的 特征向量

轴 二 士hid㤎市 Fxlp n pl ci

其中 Sei n e i i 1.2 p

三1 联合 置信 表示

没 X - Npi M Σ 1 对 X 1X XP ERP i已

对 一 个 X 的 线性 组合

Z a X a X t a z X2 apXP E R

其中 a ERP 有 aTX ER 有

Z n N l aT u aT Σ a

再没 X X Xn来自 Np M Σ 的 一 组 随机 样本

Xj ERP 则 Zj a TX ER 的样本 观测 值 为

Zi Zz Zn ER 有 Zi 的样本 均值 样本方差

Z aTX SE a Tsa

记 a Mz 构造 检验 统计量



t ESE器
dnlaix aiu
da is a

当 a ERP 固定时 由 传统 元 置信区间 易得
ME 1 Z 的 均值 的置信区间 为

I z taizln il.fi Zttxz In 11.9I
当 a 任意时 希望找到最大 的 七

mǎx t2 niaǎsāMR

下面寻到 这样 的 a

I引理 I Cauchy Schwaz 不等式

没 b 与 d 为 2 个 向量 则有下面 不等式成立

bid
2

15bl d d

且等号成立当且仅当 王 CER 有 D cd 时成立

引理 I 广义 Cauchy Schwaz 不等式

没 b 与 d 为 2 个 向量 BE RPXP 为 正定阵 则有

1bill 15 B b I Id TB d I

且等号成立当且仅当 CER 有 b CB d 时 成立

Proof 当 b 0 成 d 0 显然 而 b 0 d 0 时
由于 13为 正定阵 故 B BI.BE 且 记

13立三 点 lieiei

B
生
二 点六 eiei

于是 5d 2 bT I d bT B B_d12 IIBE'bIT Bid
2



令 BEb b B d d 即可用 Cauihy Schwarz 证毕

引理了 极 大化 引 理

令 BE R 即 为 正定 阵 且 d ER 为 给定 向量

则对 任意非零 向量 x E R 有

mo i荐收 dTB d

对 C 0 当 x CB d 达到最 大

结论 没 Xi xz Xn 来自 Np 1 M Σ 1 的 随机 样本
且 Σ 为正定阵 则对所有 a 有区间

I ax dnni Falp n pi aisa

axtdnnpi Falp n pe aisa

以 木既率 11 - α 1 包含 aiu

Proof 由最大化 引 理 有

mǎx t 2 niaǎsāMR

其中 x a B S d 1 x M 于是有

tmàx n d B d n i x M is I x - I T



于是 a 的 置信 区间 利用

niaiisāMR c2

而 p
P ni FIP n pl 因为 此时 No M

故 可 推出 区间估计 注有

C2 二 只喌 Falp n p

推论 木根据 结论 可以得到 M s Mp7
T

每个分量 Mi 的 联合 1 - α1 置信区间
-

xi -1Pili Falp n pi sn xitfPili Falp n pi sn I-

共同满足 以 11- α1 的 根无率包含 lli i 1.2 p
l取 a 1 0 0 o

ㄒ
a 0 1 0 O

ㄒ
1

折主论 若 取 a 0 ai ar 0
T

a i 1 Gk 二 -1

可得 Mi MR 的 置信 区间

几何 含义 Mi 的 联合 置信 区间 为置信才随 球

在 轴 上 的 投影



四1 联合置信 区间 与 单一置信 区间 的比较
①单一 置信区间
不考虑联合 分布 则 Mi 的 1 - α 置信区间为

xi txizln isd xi txizln ndsi I
这 一 组 区问 无法 保证 11 - α1 包括 M IMii ERP

例如 当 Σ 二 diag ōiil 故 相互 独立 于是有

P 1同时包含 所有 Mil 二 1 - α
P

若 α 0.05 11 - α16 0.74 C 0.95 失交文

② 联合置信 区间

若使用 联合置信区间 则会有 CI联合 i 的宽度
明显大于 CI单一 I 的宽度 表现 同样不佳

五1 多重 比较 的 庞弗罗尼方 法

联合 置信 与单一置信 均 有其 缺点 庞弗罗尼方法
提供 了 一 种 折衷的 方法



作文没在 得到 数据 前 已知 m 个 线性 组合 aiu
azTu amTu 的 置信区间 记 Ci 为 aiu 的 置信表示
满足 PCCi 为真 1 二 1 - x i i 1.2 m 于是有

PC所有 Ci 为真1 二 1 - P 1至少有 一个 Ci 为 假

1 一 点 P C i 为 假 1 - 1 1 - P C 真

1 - 1 α it α2 αml

最后 我们 给 出 的 1 - α 置信

m 个单一 置信

Xi tail 2 n 119 i 1.2 m

其中 α i α m 于是有

Pl Xi talzmln lldsi tn 包含 Mi

1 一 点 杀 二 1 - α

故 最终 庞弗罗尼方 法

xi taizpln ll dsnixi taizpcn il si

比较 庞弗罗尼方 法 us T 2 联合置信

庞弗罗 尼 区问 宽度 taizm n 11

T 区问宽度 11带 Fxlp n p1



五 总体均值 向量 的 大样本 推断

所有 的 大 样本 推断 都 是建立 在 九 分布

基础上的 由

n I X M ITS I x M i x
2

PI
因此有
P n I x MIT 511 x ul 文 p1 I 1 - α

结论 没 Xi X2 Xn 为来自 均值 为 协方差阵为

正定的 Σ 的总体的样本 当 n P 很大时 若

nlx MoiS I x uo X文pl
在 α 的 CI 下 拒绝 Ho Mo

结论 大样本时 且 n P 很大时 M 的 联合 置信 为

xi dxaipj si i 1.2 p



总结 M 置信 区间

T
2

联合 置信
小样本 ti 单一 置信

庞 弗 罗尼 方法

大样本 X 分布 联合置信

多元 质量 控制 图


