
 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

一 极 大 似 然 估计

引理 1 没 A 为 kxk 谁 对称 矩阵 且 X ERR 则有
1 XTAX tri XTAX t r I A XTX I t I A XXTI
121 tr Al 二 入i 八i 为 特征 值

Proof 111 XTAX ER 为 标量 故

XTAX Tr CXTAXI
加之 十人迹运算 的可 交换 证华 口

2 A 为 对称 矩 谱分解为

A P 八PT
有 tr A tr IPAPTI 二 tr APPT tr 八

二 Σ 八i i正华 口

引理 2 已知 一 个 即 的 正定矩阵 B 和 一 个 标量 b 0

对所有正定矩阵 已 ER 有



 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

出bexpi 一三 trl 已 B I 1Bib 2bP ei叩

仅 当 已 二 Ib B 取等

Proof 因为 B 正定 B BÉBÉ

有 tri Σ 131 二 tri E BIBI 二 tri BIE BI

考虑 y
T BE'Σ BI y 1BE'y TE'IBI y 0 当 y 0

i BE 正定 By 0 当 y to 1

没 7i 为 BIE BI 的 特征 值 于是 7 30

由引 现 1 i t r I BI Σ B I 二 Σ 7i

而由 行列式 113专 EBI 二 兀 ni 11311 Σ1

有 1出 二 下䇙 代入 你式

Tiii e'I
之7

isin 121， 1 e ㄗ

1

兀 nieini lzblpbe
一叩

记 fix x EÍ 求导 知 fin fizbi xbe bx ē Í

有 左式 T f In i l 兀 fi2b 2h1 e
一叩

一 㐋XbēÍ

下面考虑取等条件 二 ēÍxb b
当 Σ ib B 时 BE E BE 2b Ip 7 2b 代入等号成立

定理 朴文大似然估计 没 Xi xz Xn 是 来自 NIM 已 I 的

随机样本 Xi ER 则



 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

lū X 乞 n lxj X1 lxj X1ㄒ ns
是 M与 Σ 的 最 大 似 然 估计

Proof LIM Σ1 125 1Σ1
一三 expi iilxi MITE lxj.lu1 I

其中 Ixi MITE IXj µl t r l i Xi u E Ixi M1 I

Tr I Σ IXi µl l Xi MIT

故 点XiMITE IX M i r1 Σ IXi MIIXi M1 I

二 tri E 1点 lxi milxi.mil i
其中 言 ixi milxi.luIT 二 点 Ixi x ̅ x ̅ M1 1Xj x ̅ x ̅ µ

二 言 xixl̅lxi x ̅ IT 十点 lxi̅ulix ̅ inIT to

故 LIM Σ1 12元 i 1Σ1
一三
exp i i t r I Σ 1点 xixl̅xi x ̅ 十点 Ix ̅ µ1 xt̅uī

而 trl Σ 点 Ix ̅ M 1x ̅ Mill Étrl Σ Ix ̅ lullx ̅ MIT1 ntrlixt̅uiΣ Ix_̅u

n x ̅ MITE Ix ̅ ul E R 为标量

只有 1x ̅ MITE'Ix ̅ MI 与 M有关 当 M x ̅ 时 LIM ΣI 变大

故 L x ̅ Σ 1 21不 IΣ1是 exp 一专 trl E 1点 Ixi x1̅1X x ̅IT11 0 I

由引理 2 b 是 B 忌 Xj x1̅ 1Xi x ̅ IT

取等条件 己 二 in B n点 xi x1̅1xi x ̅ IT

古文 max LIM Σ1 L1 lū Ī1

lū X 之二 n 忌 lxj X1 lxj X1ㄒ S

另证

LIM Σ 12Ti IΣ1 Eexpi 三点 X MITE lxj M1i



log L M Σ1 I log12大1 E log1Σ1 三点Xi MITE 1Xiu

当 lū 二 x ̅ 有

wg Liū Σ1 I log 2下 i log1Σ1 三点 Xi x ̅ TE xjxitrlzt.in三

2
gy det X IX 1T 2 ㄨ聚 B B x

2 tr X

x
X'X 1 T

2
等我 X BANJ

AL坚1 E.IE E1i 出 十 三 I Σ n Ī Σ
二 一是 1 Σ 1 Σ一 三Σ 1

当 Σ 二 Σ 时 上式为 0



二 极大 似 然 估计量 的 性质

1-1 不变 性

极 大 似 然估计 量具 有 不 变性 没 Ò 是 0 的 MLE

考虑函数 h 101 则 no 的 心LE 也为 hmÈ101 二 hiōl

1二1 充分 统计 量

若 TIX 是参数 0 的 充分 统计量 则任何关于 0的推断

都应由 TN 完全给 出 1 在样本 X 上1 也即 若 X与 Y为 2个样本

且 ㄒX 与 T 1Y1 是 0 的 统计 量 则有 TIX1 T111

例 没 x x Xn 是来自 NIM Σ 1 的 随机样本 则 x S 为充分

统计量

1三1 x 与 S 的 抽样分布

① 一 元 情形
Xi Xz Xn i id N N M 021 记

X n点Xi

S n_ 点 Xi x
2

则 111 X Niu 0六

121 S X In 11 on N 10 11

131 X 52

14
小 s tini 步 dinis n_n

t n 1



多元 情形
没 x Xz Xn 为 n 个来自 Np1µ Σ1 的 随机 向量 Xi ERP

记

x n言 xi

S n 1 I X i x1̅1x xī̅

则有 Coulxi x ̅ I
111 X N.IM n 2 1 Et n之一Coulxi x ̅ I

121 In 11S Wn.io 已 1 之十方 Σ一方Σ 0

131 X S ni x ̅ MITS x ̅ µ x p
Xi x ̅ Np 1 0 Σ 1

1四 Wishart 分布

没 x xz Xn 为 NIM 已1 的样本 Xi ERP 则
W 二 点 Xi Xi

T

服从 自由度为 n 的 Wishart 分布 记作 W Wn1 已1

其中

MMT

当 M 0 时 称为中心 Wishart分布 记作 Wn10 Σ1

性质

若 Ai 一 Wn Δi Σ 1 j 1.2 m 且 Ai 相互 独立 则有

忌 Ai n Wnl Σ1 独立可加

其中 n 二 点ni o 二 点



若 w n Wn1 Σ1 则有 W 之XiXi

CWCT WnlCOCT.CI CT

CWCT Σ CXil CXiIT

三 x ̅ 与 S 的 大样本特 性 µµㄒ 1GullCuIT
一 大数 定律 coulcxil CEC

没 Y Yn 是来自 ElYi1 M 总体的 独立 观测 则有
ㄚ n l Y Ynl

满足 ㄗ I Y MICE I 1 E 在 ni 口 即为

依 松无率 收 敛 Y.P µ

多元情形
X i M E RP

S P Σ E R

具体而言 Xi Mi Sii ōii

1二1 中心 极限 定理

没 X Xz Xn 来自 均 值 为 µ 协方差阵为 己 的独立观测 则有

n X M Np10 Σ

要求 n 口 且 n p 1 表示依分布收敛 1

特别地 对 S 有 Chi Square 近似

n l X u i's i x ̅ M xip



四 评估 正态 性 假定
- 1 Q_Q 图 Normal

作 Q_Q Put 步骤
1 原始 观测 值排序 x in Xin Xim

它们对应的木既率 PIXEX in 言
121 标准 正态分位数 9 in 9121 qcnl

131 作图 9 iii X in

理应有 Xiii M 0.91in 线性关系 1若 X n NIM011

Q_Q Plot 相关 系数
也可 从 941 与 X 1j1 的 相关 系数 评估 X 是否 近似

是1 Xiii
- x 11 gy - q 1

FQ 二

I X y i X 12 I Gyi 912

查在判断

当 roc r 时 拒绝 正态 性 假定



二 评估 二元 或多元正 态 性 X
2

样本 Xi Xz X n n Np l u Σ I 则有
di I X i M 1 E I X i M I X21p1

di I X i x i S I xi x 1 X21p1

类似地 画 Q_Q Plot

111 观测 值 计算 后 排序 di dii din
它们 的 根无率 P 1 D a iii

5

121 九分布 的 分位点 9 x2pl 5 -

ǎ5

31 作 图 19 x2pl 5 -

ǎ5 d nl

当大约有 一半 的 di 小于 或 等于 Gicpi 10.5 图像

近似 是 一条 通过 原点 且 斜率 为 1 的 直线

五 数据 清洗 异常 值 点
一 一 元 数据

Q Q 为 四 分 位 点 则
IQR Q3 - Q 1

于是在 1 Q 1 - 1.5 IQR Q 3 1.5 IQ R 之外 的 点

可 经验 地 认为 是异常 值 点

1 1 多 元 数据

对 di 进行 检验



六 变换到 近似 正 态


