
 一 多元正态分布

1 1 密度函数

p 维 随机向量 X E RP 服从多元 正态分布 当且 仅当其联合密度函

数为

f iX1 12下 i是 1Σ1 i.expi ilx.lu i 之 1x µlì
记作 X Np M Σ1 其中 ME RP ΣER I 已 0

证明积分 为 1

记 fix xz xp l K expf i l X ul TE'I X M1I

由 1 Σ I 的 正 定性 I XMITE I x M1 0

故 flx xzi xpl K exp101 K 有界
记 K 18 liexpi ilx uiTEIX lulidxidxzn.cl x

引理了 对于正定阵 Σ 一定存在非奇异阵 A 使得

AT已A I

回到原是页 令 X M Ay A E R'ㄨP yERP 且 ATE'A I

于是 IX MITE I X M1 yTATE Ay y
T
y

雅 克比 行列式 1J I 二 1A I

于是 K 1n f_n ē之5 mod1Al dy mod表示绝对值1

mod IAI 西 tie tidy
二 mod IAI 西 12下 1 欧拉积分 1

而 ATE A 二 I 故 1A I IE I 1AI 二 I 1 IAR 1Σ1

故 mod1A1 1Σ1之 代入 可证



1 1 一 元正态 构造多元 正态

没 随机 变量 Y Yp i id n N 10， 11 则有

Y Y Yp J
T

n Np 1 0 I I

记 X M AY 其中 A 非奇异 A ERP Y E R

于是 Y A I X M1 J Y X 1A I

那么 X 的分布

g ix f l y i x11 mod J

2下1 ii I A I expI Í IX MIT IA ITA X u

i EATA Σ

gxl 12下1 IIEI i.expl ix.luIT Σ Ix M1I

于是 X Npl M ATA 1

1三1 二元 正 态 分布



四1 常数密度轮廓线
满足 IX uIT 已 I x u1 C 的所有 X 即中心点在 ERP

的 椭 球 的 表面

定理 若 已 正定 于是 Σ 存在 则

已 e ne 意味着 过 e Ne

所以 I入 el 是 己的一个 特征值 一 特征 向量 对 对应于 工 的特

征值 一 特征 向量 对为 1八 el

将 1x M 视为 e 可 总结 为

对 P 维 正态分布 常数密度的 轮廓 线 是 由 X

确定 的 䢶有 球面 x 满足

IX MIT Σ I X M C2

它的中心 在 ME RP 而轴 为 土Cdniei 其中 Eei niei

即 1Ri e il 为 己的一个 特征值 一 特征 向量 对 i 1 2 p
le i 已 归 一 化 eiei 1 1



1五1 多元正态分布的可加 性

① 若 X E R 且 X N l u Σ 1 则多个变量 的 线性 组合

āx 二 点 ai Xi

则满足新 的 正态 1一 元1 分布

ax NIailu ci zal

②更进 一步 X E RP 而 其 9 个 线性 组合

aix 二 点 aiiXi E R

构成新 的 随机 向量
-

aīx

AX a X E R9

_aāX_

则 AXE R9满足
AX n Ng I AM A Σ A I

特别地 X d n N l u d 已 1

③ X 的 所有子 集都 是 正态分布 若 记 X 的 均值向量为

协方差矩阵 为 已 划分

X ㄨ M 已 二 Σ Σ i

_

121
_ _ M2

_ _ Σ21 Σ22 _

其中 X E RG X ER RE Mi E RE Mz ER



Σn E REXE Ea E R
9 ㄨ 已12 Ei E RS

则有
n Ng Mi Σ111

1边际分布 marginal distribution 1 已知 X 是 X X2的联合分布 1joint

distribution1 服从如下联合正态分布

xiii 心品 定器
则有 X 义 的边际分布

X n NIM En X NIM z In1

更进一步 如果 Σ12 Σ2i 0 则有 X X

1条件分布 conditional distribution 已知 X 是 X X2的联合

分布 1joint distribution1 服从如下联合正态分布

x 谈 心品 定器
且 已22 可 逆 则

Xi Xz N M it Σ12 i IXz Mil Σn Σ12222 已211

即 给定X2时 Xi 的分布

Proof 记 Z X1 Σ12Eu Xi 且 论 A 二 Σ1 InΣ22 En 则

I 1 器 一点器IX Nll.u iii.imI 陪
由 Theorem3 副对角矩阵为 0 故 Z X2



且 Z N M1 Σ12Σi'Mz A 1

古文 ZIXz Z N M1 Σ12Σi'Mz A 1

i X i lX2 Z Σ12Σ22X2 Xe

而 X2给定 Σ呍 X 为常数

X il X L N M it Σ12Ezi IX2 Mil Σn Σ12222 21 1

二 多元 正态分布 二 次型

1 1 正态 随机 向量 的 二次型

X E R 且 X NIM ΣI 且 Σ可逆 则有

il IX MIT Σ I X MI 一 飞 In1

21 P 1 I x µIT.Σ I x µ1 妏 in1 1 α

三 样本

X x X n ERP 是 n 个 样本 非随机 1 来自总体

NplM Σ1 则考虑

V CiXi E RP

V2 二 biXi E RP

则有 Cov V ˇ 三
cic.zbi.ci

bic 已 5lbΣ_



Proof 对 Xi ERP 其分量为 Xii Xiz Xip ER

记
Xn X2 Xp Xu Xu Xzp X ni X ni Xnp

则有 X E R叩 np维向量 1 而 Xii NI Mi OJ I JE Ini p

有 Nnp I Mx Σ 其中

ux µ µ2T un
T J ER 叩 其中 Mi E RP

Σ
已

0 on oi
已ㄨ

斯
已二 0 0

Ei ER

已 npxnp _Opi 0712 Ōp 一

没 A GI GI cn I ER 卭 P

b I be I bn I

IE R 就有

AX ÉciXi V1 E RIP

一点 bi Xi V2

则有

AX n Nnp I AMx A Ex AT 1
关于 A Ex AT 第一 个分 块 对角线

Ci I CzI Cn I a I a I cn I J
iΣ.ci Σ CICΣ 为 Cov IV Uil

非对角线
GI GI CnI Σ.I b I bz I bnI J



CTD Σ
古文 Cov U V21 二 Cb Σ

性质 ㄛ b 0 时 V1 V2

Proof 由 AX ǔ了 Nn AMx A Ex AT
而 Cov IV V21 CTb Σ 0

V1 V2

四 其他
一 拉直运算
将矩阵平展为 一 个 长向量 通过它建立了矩阵和向量之间的联

系 令 A 为 nxp 维的矩阵 用 A 的列向量 ai az ap ER

组成长为 叩 的长向量

ai
Vec A a ER 叩

_àn
同理 可将 A 的行向量 acn an a nl ER 组成长为 up白

长向量

ai
VecCAT

qn
ER P

_am



1二 Kronecker 积

没 A laij E R 和 B 1bij E Rmㄨ9 两个矩阵的Kroneche

积 为
-

a B az B aip B
-

A B 921 B 0122B aap B E Rmnxpq

_ an B anzB anp13 -

1三 矩阵正态分布

没 Y 1Yi il E Rm 为 一 随机 矩阵 即每个 Yij为 一个 随机
变量 Yii 之间相互独立 同分布于 N 0 11

记 矩阵 ME R A ER BE 112 为常矩阵 则令

Xnxy 二 MnxptBnxm Ymxs ATg
则称 X 服从矩阵正态分布为 Nnxp M BBT 1AATI

寸隹论 没 X NnxpIM IN V 其中 W BBT U AAT 记

Zmxg CmxnXnxp Dixp 十 Umxg

则有

Z Nmxg CMDT U ICWCT DUDTI

示例 对 X E R 叩 随机矩阵 其中 X 的行向量 Xi Xz Xn ER

满足 Xin Npl Σ 1 由性质易知 ME R EE RPXP



X i M A Yi 其中 AAT Σ A ER

现在考虑 丫 的矩阵分布 对 Yi 一 Np 10 Ipl

Y Nnxp 1 0 In Ipl
由

µㄒ
ㄧ

Yi
MTtYE.AT Nnxp 八nxp In Σ
i i

ㄧµㄒ Yi

八二 µㄒ Inn MT E R 邓 AAT Σ ERP
MT

i
心


