
 

一 随机向量

1 - 1 定义

没 Xi X2 Xp为P个 随机变量 它们组成的向量 X IX X2 Xi TERP称为

随机向量

1二1 联合概率分布函数 jcdf

记 Fix x Xpl P IX x X x Xp Xp1 为联合木既率分布函数 或

记 X x X2 XpIT 则联合木既率分布函数为 FIX1 PIX X1

1三1联合概率密度函数 jpdf

若存在非负函数 fix xz xpl使得对 Xi X2 xp有

Fix x xpl lil io ltò flti to tpldtidti cltp
四 1 边际 分布

记 X Xi Xi Xi 的 q q cp1 个分量 X Xi Xin XiqITERS的分布

称为边际分布

PIX u P lxi eu X iz us Xig Ug l

F lui ua ug is is is 1

Flu I

同样的 边际密度函数为

g i u l linfin tn fitn tn tig I dtiidti indtig

1五1 条件分布

记 X分块为 X I UT VT IT 的木既率密度为 flu v1 其中 U u ER 而 V

V E Rt I r t p1 记 U 的 边际密度为 fiul 则 V在 U条件下的条件密度
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六1 分量间相互 独立

随机向量 X 的各分量 X Xp 相互独立 当且仅当

FIX Xi X I 二 西 Fil X il

其中 Fil 为 Xi 的边际分布函数

比 1 随机 向量 间 相互 独立

随机向量 X Y 相互 独立 当且仅当

PIX x Y y 1 PIX x 1 P Y yl

即 FIX y1 Fx ix Fy ly I

二 统计 量

1 -1 总体均值向量

记 X X XpIT的 均值为 M Me Mp
T定义为

M E lXI ElXII ElXiI ElXi1
T
E RP

s MpJ
T
E RP

其中 Mi E Xi l pxifilxldx or Σ XiPilXi1

1 1 总体方差 - 协方差矩阵

记X Xi Xi Xp ERP 其方差 - 协方差矩阵 为

已 EIX MIIX MITIERPXP
-

0.20 ro 0p
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021 022 Ozp
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1三1 总体 相关 系 数矩阵

1 fn

f.pe二

iiii_fpifpz.it

VÍΣ VÍ
其中 Pii oo V diagioi.fi oil V之二diaglYo You Yopl

四 1 分 块 矩阵

记 X UT VT J
T
E RP 其中 UERGVERP 9 IE M Mi MI了

其中 MIERS Mz ERP 9 记 Σ 二 Ēi 㠭 ERP邓 其中 In ERS'S

Σ12 Σzi E RS 9 Σn E RIPSIXIi I

三 线性 变换

1 1 随机 向量 的 线性组合

线性组合

记 C I C Cz i TERP 则 X 的一个 线性组合为

CTX 二 点 CiXi E R

均值
EI CTX I 二 É Ci E lXi CiMi E R

二 CT.EIXI CT.ME R

方差

Uar ICTX1 CT.co V1XI.I CTΣC E R



1二1 随机 向量的 多个 线性组合
记 X Xi Xz XpITE R 有 9个 向量 Ci ERP 其中

Ci Cii Ciz Cip TERP 于是 X 的 9个 线性组合 Zi为

Zj Cj
ㄒ X j 1.2 g

组合为

Z C X

其中 Z 21 Zz 29 E RS X X Xp J E RP

C
-

Cn Cia Cip
- -

CIT ERSXP
CzTG ca Cy
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_ Cgi Csr Cqp_ _ CI_
2 成为 一个新的 随机 向量

① 均值 向量

E 1 Z C El XI

② 方差 - 协方差 矩阵
COV1 Z1 C ECT

其中之二 cov X

习 多元 随机 抽样
1 - 1 多元随机抽样
对于P个特征 事先预定 几 个样本 在未抽样前 这 nxp个但仍为随

机量
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Xn X iz Xip
一

nxp
X2 X22 那 ERnxp

iii i

e
Xni Xnz Xnp
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此时 Xii 为 随机量 1未抽样前1

二 定理

没 Xi X2 Xn E RP 是来自均值为 ME RP 协方差为 已ERP中 的总体的一人

随机样本 i id l 注 此处 Xi 为 随机向量 与之前 记法不同了

则有 X 为 的 无偏 估计 样本方差 S 与 Sn 有

E x1 M

cov1x1 n E

E Ini Sn Σ

其中 Sn É ni Xi x Xi x E R队 s 品 Sn

注意 这里符号与之前有异 Xi X2 Xn E R 代表的 是样本

Proof EIx1 E I t I X i n I ÉEIXi I
i Xi i id 1 Σ 1 总体 ElXi M

故 Elx l h nM

Covex E I Ix Exl I x Ex TI

E I Ix u x _ ITI
二 EI in ΣXi M n EXi M I



二 EIrtIEIXi MII.tn IΣ Xi µ i

n2 El Il Xi M EIXi MT

Xi Xi 相互独立

EIIXi MIIXi MII EIXi MI.EIXi.lu O

故

cov1x ̅ he EIEXi MIIXi MTI

hrEEIXi MIIXI MT coulx.liΣ
二 nin 已 二 n

Sn n点 Xi x ̅ Xi x ̅ s ni Sn

即证

E1S Σ

E S ni EI已 IX x ̅ Xi xi̅i
化简

ΣIX x ̅ IIXi xT̅ E X i x ̅ Xi El Xi x ̅ x ̅T

Σ Xix 一 xΣ̅Xi T 1ΣXi nx ̅ x ̅
T

二 之 xixi T nxx̅ ̅ T 0

然后求期望

EI EXiXi nxx̅ ̅ T I EI EIXiXiTI E x ̅x门̅ I

引理了 对于 随机 向量 V 记 EIV1 Mu cov1V Σr 则有
EIUU Σv 十 MuMi



Proof 写出 Cov U Σˇ

EIIV IU IIU M.IT

EIvvT uuVT vui uuuvTi

E UVT uuuuT puuuT uuuū
E V VT uuui

回到 定理的证明

ElXiXiTI 二 ΣxitMX.MX i Σ 十MMT

EI x ̅ x ̅T Σx ̅ Mx ̅Mx ̅T n Σ t MMT

于是

E IS n El EIXiXiTI Elxx̅ ̅门 I
n _i I Σtului nz MMTI

ni.in 之了

二 己

1三1 随机样本的线性组合

定理 线性组合

bix bixitbzXzt.it biXp

CTX CX it CzX et t CpXp

的样本均 值与方差为

bT X CT X

bTS b c
T
S c



而 5ㄨ与 CTX的样本协方差为

CoulbTX.ciX 1 bTS c

其中 x ̅ 为 X 的 均 值 S n 1 1Xi x ̅ Il Xi x ̅ IT ER

Proof 没 X Xi Xz Xp 的样本结果为

xi

Xnxp 二 2T

i

xn
其中 Xi ERP

于是有第 i 个 观测 值为 bīxi bixiitbzxizt.it bpxip

古文 5X n l bix t b X2 D xn

h bT xi

b X

其中 X nÉxi
h'ㄨ 11 X21 t txnil

eppnlxntXizt.itXnzl

hlxiptx.pt Xup

下 I正 Cov bTX CTX

n _i É 15Xi 5x cixi x

ni É bi xi x ̅ xi x ̅ C

bT.ini Élxi xl̅lxi x ̅ITI c
bT S c


