
 

一 向量

H 定义

由 n个实数 x X2 Xn 组成的数 组 X 称为 向量

1二1 记号

x i
X X2

xi

转置 x 或 xT I x xi Xn

1三1 线性运算 的封闭性

数乘 c x I cxi.cl z CXnI

加法 x'ty I x ty xety xntyn I

1四 1 长度 1 模长

Lx 11X11 dxitx it t Xn2

1五 角度

cos101 二 iiiii.in niiiYyn
其中 x'y xiy.txzy.t.it xnyn

特别地 若 x'y 0 则 X Ly

六 投影
z Xg y 二 愆 y x

o'E Y
Proof Z 110X11 cos0 ā 其中 ā代表单位



- OX向 OY投影后方向与 OY 相同

i ci 前
z nxn 前 ni 品 二 㵘 y

1七1 最小二乘 法

线性回归模型

Y Xβ E

以 矩阵形式展开
-

yiixnx ix it β Ei

冬 二 β

_yn_ _I Xn Xn2 Xnl__βp_ _En_

其中 YER X E R βERP E E R Ip 1是包含了截距 1

1八1 线性相关 线性无关

- 组 同 维 向量 x X XR 如果存在不全为 0的 常数 C C2

Ck 使得 Cixi t GX CRXR O 则称 X X2 XR 线性相关

否则称为 线性 无关

1九 正交 线性无关

若向量 正交 则 线性无关 反之不成立

y x y 线性无关

x y 线性无关 x y

十1 Gram Schmit 正交 化

线定线性无关向量 x x XR 可以构成 同一空间 的 两两正

交的向量 u uz UR



u X i

ㄩ2 Xe yiu ua

ur xn tuiu Yiu ua - ǎiniiu n_n

二 矩阵

1 - 1 定义

由实数组成的任何数表 称为 矩阵
-

an an a p

A an air azp E R
nㄨP

i i i

_
an anz any_

1二1 行列式

Rx R 方称 A 1aij I 的 行列式 记 做 1A I 成 det CAI

1三1 秩

矩阵 的秩是 线性无关的行向量或列向量的最大数 组数

RIA1 R行 A R列 A I

行秩 二 列 秩

四1 非奇异 阵
对方阵 Ax 0 必有 X 0 则 称 A 为非奇异 阵

非奇异阵 满秩 RIA k 1AI 0 A可逆

五1 矩阵 的 逆



没 A 为 非奇异 阵 A ERR k 则存在 唯一 的 BE RRXR

使得 AB 二 13A 二 I 为单位阵 则 称 B 为 A 的 逆阵
记作 A

以下命题等价
11 A x O X U

121 1A 1 0

131 R A k

41 A 存在

1六 1 矩阵的 迹

对方阵 A laiii RRYR 定义 迹 为对角元素之和
tr A 1 aii

① 性质

tr ICAI Ctrl Al

Tr A B tr A 十 tr B

TVCAB t r C B A 1

Tr B A B tr AB B 1 tr AI

tr AA I 二 点点 aii
1七1 正交 阵

矩阵 A 为正交阵 当且仅当 AA AA I 即 A 二 A

A 的所有 行 1列 向量 相互 正交 且为单位长度

1八 1 特征值与特征向量

① 特征值



1 没 A ERR 则 满足 AX二八X 的 入 称为 A的特征值

12 没 A ERRXR 则满足 f N 1A NI 1 0 的 入 称为 A的特征

值 方程 f N 1 A 八I 1 二 0 称为特征方程

②特征向量

入为 A 的特征值 则对于 Ax Rx 的非零向量 X 是 A关于八的

特征向量

一般对其 标准化 X X 1

三 实对称矩阵
1 - 1 定义

若 A ERRXR 且 A 二A 则称为 实对称矩阵
1二1 谱分解

对于实对称阵 A ER k
没其中 k个特征值 1有重根 1 和 k个特征

向量 1儿 eilln e li Nk er 选择其中 满足 eiei 二 1

且 ei 是 经过 正交化后 的 1即 eiej 0

于是 A可分解为

A 二 点 nieiei
二 PAP

二 iei ee er
n

一 入R ER



四 二 次 型
- 1 定义

对于 A ERR水 的对称阵 对 X ERR 称 二次 型为

Q X X A X Éiaiixixi
二 正定 负定 半正定 半负定

如果对 X E Rk x 0 均有 xTAX 0 则称 A 是 正定的

positivedefinite PD 1 A是负定的 1 negative definite1

如果对 X E R
R

x 0 均有 xTAX 0 则称 A 是 半正定的

positivesemi definite PSDI A是半负定的

性质

实对称阵是正定的 当且仅当 它的特征 值 均正

实对称阵是半正定的 当且仅当 它的特征 值 均非负

Proof xTAX XTPAPX IPTXI 八 PX y
Tn y


