
 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

去除 模型部分自变量 的影响

Remark 任意维度相同的方阵 Mi Mz 写法 M 二 Mz 表示 M Me 半

正定

一 全模型 选 模型

Full Reduced Model

I.I Full Reduced Model

对于原始 线性 模型

E y Xβ covly 0 I

满足 Gauss MarkovAssumption rank X p X E R 邓

对模型分划 s q p

S.Q S E R Q ER E

β 1β5 βŌ IT βs E R βQ E RE

则有原模型 的 OLSE 为

B β'sT Bā X'X I XTy
而针对 βs 的 OLSE 为

Bs 5 si'sTy

B为 β 的全模型 的 OLSE

Bs为βs 的 选模型 的 OLSE

Bs βs β c β Bi
Ba Bo



1.2 Full Reduced B's与 B 的关系

由分块 矩阵 求逆公式

1XX1 STS STQ
l

QTSQTQ.ITSTS t ADAT AD_

AD
T D

其中 A 5S 5 Q

D I Q Q_Q TS STS1 5 Qi

B
15SI ADA AD g

又 因为 XTy STy 于是可术β
叩 口

QTy

B
B 15S 5 y t AD SA Q Ty
Bà

二

SADTy t DQTy

综上可 知 Bi与 B 的关系

β's Bst AD IS A Q Ty

故一般 β's β

其中
1
A 5S 5 Q

D I Q Q_Q TS STS1 5 Qi



I 3 B 与 B 何时 相等
由 B's Bst AD IS A Q Ty 可 知 Bs B 当

a A D 0 此时有 Bs 二 Bs

Remark 由 IXTX 的 形式 当 AD 0 时 XX 为对角阵

5 Q 0 即 S与 Q 正交 此时

B XX XTy diagf1STs QTQ i.X'y
15S sTy
QTQ QT y_

说明 β 1 β Bà 中两部分 互不相关

或 作文没 X每列已中心化 510表示两部分自变量的 协方差

b SA Q 0 此时有 Bs 二 Bs

Remark 由 A 5S STQ 知 SA Q 0

Q SA Q Scsis 5 Q I I S15s515 I Q 0

由 Null Rank Theorem 秩零定理

记 V I VER I I S15S S I.V 0 i 有

dim 0 rank II s15S s门 n

但 II Sissi's I 类 I H 为幂等 阵 它的特征值为 0 或 1

i rankl II Sisis t s i i Σ八i t r l l I Sissi's i

n t r S15S 5 n t r SST5'5 n trl5 S 5S



n t r Is n S 1 S E R

dim U S

由 Q ER车 若 rank Q E s dim U 则 Q SA 0 必矛盾

二 模型 选择对估计 的 影响

Effect of model selection on estimation

考虑 Bs与 Bs 的 期望 协 方差 矩阵 均 方 误差 矩

阵 I mean squared error matrix MS EM 以及 对应的 0 的估计

量 比较 二者

2 IE Cov

定理 I Bs 选 模型 的估计 Bs 5S 5 y 满足

a E BE βs t ABQ

1b cov1Bs 0215 s 1

C COV Bs cov B
其中 A 5S1151Q B XXIXTy BS BàIT β β5 Bā T

证明 见习作

1 定理1 a Bs 一般是 Bs 的有偏估计

当 βQ 0 或 A 0 时 才有 无偏性 El B βs



I βo O 则 y Xβ E Sβ E 显然 册 去Q 合理

ii A 15155'5Q 0 5 Q 0 说明 B 1 β5 Bà 中

两部分 互不相关 可分别 回归

2 定理1 C Bo 相较于 B 的 波动更小

Remark It's also a trade off between biasedness and variance

2.2 MS EM

定义 MS EM 对于 b 的任意估计量 的 定义其 MS EM 为

MSEMCÒ E I B b B b T j
couch I ElDI b了I E bi b IT

相比于 MSE CD E I B b T B b 为标量 MS EM 方 为 矩阵

Proof E I ID b B b ITI E I B EID ELDi b B EID Elbi b I
E I 分 EID 分 EID T t EL分 b Elbi b

T
j O O

cov D I ElDI b了 I E BI b IT

寸隹论 MS EM 比 MSE 结论 更 强 已知 à 的 是对 a b 的

估计 若有 MS EM à MS EM D 0 1PSD

则有 MSE a 一 MSE 的1 0 反之不成立



Proof 引理

MSE à MSE D1 tri MS EM à 一 MSEM D I
MSE à MSE D E i à a

T à a i E I 分 b
T B b i

Etricà a à a i E tri 分 b
T B b i

Etricà a à a i E tri 分 b B b厂 i

t r Eicà a à a i i t r E i 分 b B b厂 i

二 tri MS EM à1 MSEM D I
古文 MS EM à1 MSEM D 0 1PSD 时 必有 入i 0

于是 tri MS EM à1 MSEM D I 二 Σ入i 0

2.3 一定条件下 选模型 优 化了 MS EM

定理 2

若 COUBQ βQβ 则 M SEMI Bs M SEMI Bs

Proof 由定理 1 a b 知

E BE βs ABQ

cov1Bs 0215 s 1

故 MS EM B cov1 Bs I E B βSIIEIB 一 βSIT

二 021ST5 十 AβQBQTAT

由 cov1 B coutI I1 0215x11



02 15S 十 ADAT AD_

AD
T D

i.co V1Bs 0 I 151ST't ADAT I

co v1 Bà1 02 D

人人而 MS EM BsI 二 coV1 Bs 0 02 I155 ADATI

MS EM Iβ's1 MS EM Bs 0 ADAT AβQβ AT

A cov1Bà AT ABQBQTAT

二 A Icov1Bò BQBQTIAT 0

当 cov1Bò BoBā 0 时

Remark 定理 2 说明 Q 对 y 无影响 时 βQ 0 B 在MSEM
标准 下优于 Bs

定理 2 说明即使 Q 对 y 有影响 当 Bo 波动 很 大

cov1Biel βaβ B 在MSEM 标准下优于 Bs

2.3 对 02 的估计

基于 Reduced Model 对 02估计

Ǒ2 ns y s B

n_s y
T i I s 5 s ST y



下面 定理 说 日月 Ō 是 0 的 有偏估计

定理 3 选 模型 Reduced Model 的 0 估计量 Ǒ 满足

E Ǒ2 02 n's β D'BQ

证明见习作 回顾 D I Q Q_QTS 5S STQi

S15ST'ST H
o yiI Hgyl.ms

ElJ I 少 Elyi.liH Ely trióiiiyyy
βXTIIHIXPttrllIHI02IEYi.fr β I X15

三 模型 选择 对 预测 的 影响 B'X'IIHIXβ
Effectof Model selection on Prediction

1β5 βaiaiiIHllsp.topo
假设 新 观测 值 Xo yo 满足

而 β55II HISβs 0

yo iyi i 1.2 ni 我二βé II H1QβOy

E yo xōβ D 二 QTQ QTS.si510
000110 12Var yo 02

基于全模型 和 选 模型 分别得到 对 yo 的 2 个预测
X B
xiBs

其中 xo x5 xā

记 2个模型 的 预测 误差为 U 和 ǔ

u yo x β

ǔ yo x5B
下面 定理 比较 u.cn 的 质量



定理 4 预测 误差 U 与 ū 满足

a Ecǔl 二 XōβQ - X5ABQ 而 E1U O

1b varius varlǔ

C 若 cov1Bàl βQβ 则 El U2 Ecǔ 2

证明 见习作

1 定理 4 a xāB 一般是 E β 的有偏估计

若 βQ 0 或 A 0 同上讨论 此时 E X53s Ely 1

12 定理4151 相比于 XōB 选模型 x5B 的误差波动更小

31 定理4 K 综合 考量


