
 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

违背 Gauss Markov 条件

异方差性 Hetroscelasticity

自相关性 Autocorrelation

I 广义最小二 乘估计 1 Generalized Least Squares Estimation G LSE1

考虑去除GaussMarkov条件的一般线性模型

y Xβ E

其中 y ER X E R邓 是满足rank1X1 pcn 的固定设计矩阵 βERP E ER

只要求随机 误差 E 满足

E1E1 0

1 CovIs1 Σ ER 为正定阵

GLS E

i若EE𢜔 做变换

y 已
三
y

ㄨ 已
三
ㄨ

E 已三 E

则一般线性模型变为

y X β 十 Σ

且满足Gauss Markov条件

E1E 1 0



 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

COV IE I

Proof COV IE COUIEÈE1 EI.cov1El.IΣ之IT Σ之 ΣEÈ I

于是 由 OLSE 可得 β argǎiin 1y XbT E'I y Xb argmiinp Ily x b112

B 1x x xㄒ.y

IXTE'X XTΣ y
C GLSE

对于原始一般线性模型 y Xβ十E 我们 称 β 为 B 的 G LSE 显

然 β 满足

E1B1 β

cov1B 1 XTE X 一

covlyl Σ

而如果直接求 OLSE B XTXI XTy 则有 c OL

SEEIB I β

COUIBIEIXTXNXTEXIXTXI li.co v1y1 Σ

比较GLSE 和直接OLSE

由Gauss Markov定理 GLSE的 我 在 所有对 β的线性无偏估计

中 具有最小 的 协方差 BLUE 即有对 β 的任意线性无偏估计 β 有

Icov1β1 cov1BII 是半正定的
同样 OLSEB 不如 GLSE B

Icov1β1 cov1BII 是半正定的

若 Σ 未知
0m nn_i.io 异方差性 自相关 性



 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

2 异方差 性 Heteroscedasticity

假没 随机误差具有不同的方差

COVIE1 diag1012 022 On

0
022

i_

这种数据 特征称为异方差 性 Heteroscedasticity

2.1 判断异方差性 Diagnosis of Heteroscedasticity
首先 按照OLSE估计参数 β得到β 其仍然 是无偏的

E1B1 β

而后 计算 残差
e i yi y yi x.is

考虑用 ei 代替 Ei 比较 I xi i 1.2 n了 与 ei i 1， 2 n 的

关联 Tip 先考虑 一 元情形 Xi ER

Method I 残差图

绘制 1xi ei 图像

ei ei

ii iii
Xi Xi

e 不随 xi变化 无异方差性 有异方差性



 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

Method 2 Spearman相关系 数

1 Xi i 1， 2 in 了 与 ei i 1.2 n 的 Pearson 相关系 数

rp
Σl Xi X l l e i e

dΣIXi X F Σ1 e i e F

121 I Xi i 1， 2 in 了 与 ei i 1.2 n 的 Spearman相关系 数

Peason Correlation of Ranking
记 ai 为 xi 在 Ixil 中的排名 bi为 leil 在 I le.li 中的排名 则有它

们 的 Spearman 相关系数为

rs 二 cà agi bib i

特别地 当化门中两两不同 lei门中两两不同时 可化简为

rs 1 6 nai品

Tips 寸非名 例如 11， 5， 3， 2I 的降序为 15， 3.2.17 于是原集合的 ranking为 14， 1， 2， 3I

若有相同 取平均 例如15， 2， 5， 17的降序为15.5.2.17 于是 ranking为 17.5， 3， 1.5， 47

P Value 检验

基于 rs 计算 p 值 若 P 值 小于显著性水平 则认为 Xi 与 lei了有关联

即存在异方差性 1原假设 rs 0 1

Method I 近似七分布



 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

当 n 8时 近似分布 构造 枢轴量

大二 步 is it in z

Method 2 排列木佥马佥 Permutation Tst

Step 1

ile.li 不变

Step 2

取较大的 KEN 对 I X I重新 随机排列 K次得到 K个不同的序文

分别记为 x iR 1 x ik x2R xn'k R 1， 2 K

Step3

分别计算 Ixik 了与 I le.li 的 Spearman相关系数 rs'k

step 4

比较原序列的 Irs1 不大于这 K 个新 Irs'k1 的频率 作为 P的近似

即有

p KĚ I Irs1 Irs'k1

其中 IH 为示性函数
Proof

Ho Sxi I are not associated with SeiI 即 lrsl 0

在Ho成立时 1xik个 也与 lieill 无关

在 Ho成立时 rs.rs rs 同分布



 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

世

rs rs rs 为 irsl总体 的 样本 经验分布当 K 心口时

近似总体分布

Ho成立 Irs1 0 的 极端情况 为 Irs 130 即

k Σ Ill rs 1 Irs11

代表 Ho成立的极端可能

p 越小 代表原Ho非常奇怪 重新抽样也无法 比 H

更奇怪 故 拒绝 4

Tips 多元情形
残差定义不变 e i y i xi β
但 Ixi I 变为 Xii Xiz X ip l i 1 2 p 分别 比较



 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

2.2 应对异方差 性 Solutions to Heteroscedasticity

目标 求出之 而我们 已经假设 Σ diag10 0.2 On 古文只

需求 ōi 而我们认为 0 受 Xi 影响 于是可以构建

EIE.FI 0； 2 91xi1

利用 lei I与 Xi I 回归术解 9 1

Method I 加 权最小 二乘估计 I WeightedLeast SquaresEstimation WLSE

作文没 0T2 xim

为简化模型 假设 MER 使 Oi 二 xim 关于 m求解可以使用对

数似然函数或交叉 验证 得到 m后

之 二 diag xim xim xnm

从而求出 β 为

Bw IXTE'X XTE y c WLSE

不同于 OLSE B argiin.lty Xb11

利用GLSE B argiin.ly XbITΣ I y Xbl

有 WLSE 会 argmiinp Oi I y x ibi I oi2 xim

加权

Method 2 方差 稳定 性 变换 I Variance Stabilizing Transformation

作文没 Oi I 1µ112 其中 Mi Elyil Xiβ

作文没 yi h yi 且 yi满足 varlyi 02 Const

根据 以上 假设 使 Iyi了对 Ixi I 回归即可 下面推导 几1.1



 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

对 gi hlyil 在 y i u i 1 Elyil 二 Xiβ1 作 一阶泰勒展开

yi hcplilthiuil.ly i Mil
故有 yi的方差为

0 variyil In'luiII var ly il

而 由作文没 varlyi1 0.2 I41Mi了 有

n'luil 点
积分后可得

yi h iy i ofI4 yil dyi
α Jiolcyii dyi

其中 aαb 表示 CEConst s.t 9 Cb

Example 1 若 0 α ui 则 1Mil α Mi专 故 取 yi hiyil 二 yi专

注 当 yin Poi1八 时 满足 0 二 Mi ni l

Example 2 若 0 α M 2 则 1Mil α Mi 故取 yi h iyi l log yi

1注 当 yi TIx.li1 时 满足 0 二 杀 Mi2 1㣻 即 0 αMi I



 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

3 自相关 性 Autocorrelation

已不是对角阵 这种数据 特征 称为 自相关 性

引入

当自相关性 存在时 OLSE 不再是 β 的最小方差线性 无偏估计 即使

var Ei 02 估计量 ni 对 0 也可能是有偏的
e I I H1y H XIXTXT'XT

于是有 Ely1 Xβ Ele 0

coulel E l eeT cov II H1y1 I I H1ΣI I HI

所以有 EY e Etell e Eiel El ee

EIlle1121 E let l Eltrle Tell te Te E R

E trleeil I TrIAB tr IBA I

trl Eleeil tri I H I I H1I

tr l l I H1Σ1

THE tri HE1

无法 化简 故 心户 对 0 也可能是有偏的

3 I 判断自相关 性 Diagnosis of Autocorrelation

类似地 利用 OLSE 计算 et y xīβ

Method 1

绘制 let e 1 图像 判断 一

阶自相关性



 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

ei eie

i
0

Yet et

i

对于单变量模型 绘制 1X e 1 图像
e e

000 00 0 0 0 0

0

x x

②Method 2 一 阶自相关系数

111 一 阶自相关系数 p

P
É Et Et
金 si言an

21 一 阶自相关系数的估计 s

s Éeta
金 eiei

③ Method 3 Durbin Watson DW 检验

一 种适用于小样本 检验 的方法 只针对 阶自 回归 的序列 具体地 为

作文没



 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

Et P Et 1 十 Ut t 2， 3 n

其中 Ut 是不相关序列 我们要 检验

Ho P 0 us Hi p 0

DW检验 统计量为

DW Ě let et.ir

言 ei

21 1 P 1 I0， 47

Proof DW IÉei i Éeit Ěei 2言eteei IÉeii 12点ei 2言e.ee i

211 1Éeii言etea.nl

而 ĚieiĚieil É eta 言eii.ie ten
i Dw 2 1 p

DW检验查表

根据样本数 n 自变量个数 R1包括常数项 查表



 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

3.2 应对自相关性 Solutions to Autocorrelation

① Method 1 迭代法

假没 随机误差具有 i阶 自相关性 即

y XITβ 十 Ei

yt XIβ 十 Et

Et P Eti 十 Ut

其中① El El 0 vari E 02 满足 同方差作文没

② El Eti Ut1 O E l Ut 0 cov1 Ut Us1 α 2 I 1s t 满足 Ut 是

不相关序列 Ut满足 Gauss Markov条件

③ P显然为 Et与 Et 1 的 相关系数

于是 我们得到 一阶线性关联 的 线性模型 采用 一阶差分

y i y t ㄧ p yt i

x i Xt pxt 1

而后使用 Iyè了和 1 xi 了 计算 OLSE

Tip 迭代 发生在 Ut不满足Gauss Markov条件时

②Method 2 Cochrane Orcutt 1 C0 迭代

过程类似 结束条件为 1Pin - Pil c S



 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

4 Box Cox 变换

Box Cox 综合处理

对于 I y i i 1 2 ni 全正 Box Cox变换为

yiy 几 0
i 1.2 nyi 二 I logyi 几二

其中 入为待定参数 注 yi非正 先变为 y i t a 1

因为几待定 于是上式为一个变换族 我们希望变换后满足

y N l yi yi yn
ㄒ N l XB 02I 1

下面 求解 入

求解

在假设 y n NIX β 0 II 条件下 固定入有 β与02 的 似然 函数

L1β 0 2丌02是 expI 1202 -1 11y Xβ117

LIB 0 2T02是 expI 1202 -1 11y Xβ Ili 1J
其中 1J1 dg 二 点 yi 众入后

求出 β与 0 的 MLE 为

BMLE 入1 1XX il XT y N

EMLE I入1 n SSEI入 y

其中 SSE R y y T 1 I H y IN yNT i I xixTxi IXTi gl
y g Tly j I I H yIT I Hlyj y

T l I H y

将求得的 BMLE 入1 和 ÉinLE I八 代回 取对数 略去无八项



 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

log Lmaxl八l n.log
SSE Y log1Jl

n.log
SSE1 Z I

其中 Z 1Z Zi Zn 1jin y
lN d

代入几

而 SSEI入 Z 1 Z T1I H1 Z

所以 目标为 min SSE I入 Z 的 几

5 强 影响 点 Influential Point

定义 远离 自变量平均 的 会将直线 向 自身 拟合 的点

模型

原始模型 E y Xβ coucy1 02I

移除 1点 Y i X Iβ 十 E I
移除样本之后拟合

E1E i1 0 COV1E i l O'I

Tips y E ER XER βERP

y i E i ER Xi ER
P βERP

OLSE估计 Bi β_ cl
hiiMXXHX.li

原始 OLSE β XX I XTy
移除后OLSE Bi IX ixi.IT X i y i



 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

Cook 距离

样本 i 是否为 强 影响点 取决于 β 与 Bi 之间的差距
定义 Cook 距离

Di 1B BITXTXIB B.is
PÒ

其中 Ò 二 nip11 y XB112

Theorem I βi 与 Di 的简化表达

hi i x iT XTX xi

ri 二 dòzcinii

于是有

Bi 二 β
八

一 烈 e

Di 二 piini.ir
其中 β XX XTy c

Tips e 为 残差 由原始 OLSE B X不T'XTy 估计

Ele 0

covcel cov1 y y coucy Hy l H X XTXTXT

COVIYI.CI H



 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

② ri 为 ei 标准化

③ 证明 见习作

⑤ 判断 强影响点 并处理

经验判断 Cook距离 Di 1

处理 删去 该样本点

6 异常 点 Outlier

①定义 少量来自不同 模型 的 观测 值点

② 模型

原始模型 y NIX β 02 I 1

增加异常点 Y NIX β t din 0 I 1

其中 di 10 0 o l o oi f R

7 E 112

被干扰的模型

E 1y i xi β Ii I 1

E yi l Xiβ 7

③ 检验 异常点

Ho n 0 us H 7 0



 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

Tips 可以等价为 P 1 个 自变量 检验 某个 β 二 0 与否

X 1 X dj l E R
t

dj ER

β 13 ER βERP n ER

Theorem 2 对 β 的 β 7 估计OLSE得

β Bi ER
ㄥ

n in ER

其中 β 二 β
八

一 烈 e

hi i x iT XTX xi

β 为 原始OLSE B IXTXIXTy c 排除di与 7 的 BERP

Proof 显然有

di y y

dj dj 1

Xdj 二 Xj

将 β Bin
T ERP 作为参 数做 OLSE

其中 X 1X dj E R 作为 Designed Matrix

B I Xix'i x'T y
i 一 β

dj
T y

XX xj't xTy
n l.iilx.ai.it

xi
xi 1_ yj

根据 分 块 矩阵 求逆 公式 并考虑到 hi i xi TXTX xi



 

④ 检验 统计量

Theorem 3 若 Ho 7 0 成立 则有

Fj nIi 品 n F i i n p 11

Tip ① 证明见习作

② 可以等价为 P 1 个 自变量 检验 某个 β 二 0 与否

Chapter 5 为

假设 检验 术出 Fi 和 P Value

U Fj α 或 P can a 时 拒绝 H
② 拒绝 Ho 7 0 说时 自变量 特征 是异常值

区别

强影响点 样本点 离群 几变化

异常点 自变量人特征 1 错误 入
变化
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