









线性回归 X E Rn n个样本 p个特征

1 univariate p 1 单变量 I 低 维low dimension

I multivariate Icpc n 多变量

high dimension pzn 高维

Formof Multivariate Linear Models

假没有 n 组样本 yi xi i 1.2 nl 其中标量 yi ER 为 response

向量 x i IXii Xiz XipIT E RP 包含P个 variate yi 与 Xi 满足如下

的 Linear Model

刀量形式 yi 二 Xiβ Ei 二 βitβ2xiz βpxip Ei i 1.2 n 1

其中 β 二 Iβ β2 βpIT ERP 是 regressionparameters 包含截距 intercept

因为九in 1 Ei 为第 I组观测样本的 random error

称 11 为 vector form of the linear model

记 design matrix X Ixiixi xii E RnXP

response vector y I y yz ynIT E R

random error vector E IE Ez En J ER

regression parameters β Iβ β BpJTERP

则有 Matrix form

矩阵形式 y Xβ E 12



2 Basic assumptions of multivariate linearmodels 基本作文没
Assumption I fixed designed i designed matrix X is fixed nonrandom

固定设计 设计矩阵 X是固定非 随机的

Assumption 2 full ranknessof the design matrix rank IX pen

设计矩阵满秩 rank X P C 几
即X的列向量线性独立

Tips 这 一 假设是为了保证可识别 性 I identif iability 1 例如 若 xiz 1 x

则只能 estimateI learn 到 1β2 β31 具体的 Bz β3 无法得到

Tips 但只对 模型 的选择 估计 推断 是必要的 对预测 不必要

Assumption 3 Gauss Markov condition of the random errors

随机误差满足Gauss Markov条件 E E1 0 COV IE 02I

E E1 0 y 的期望是 X 的 线性函数

covIE1 0 I n个样本是不相关的 未必独立1 且等方差

E1y Xβ covly 02 I 3

3 Interpretation of Regression Parameters 参数的含义
In formula 1

2𡥘 二 βi
表示在其他自变量保持 不变时 自变量xij每增加 I 单位

因变量 y 的平均增幅



4 Estimation of regression parameters 不古计

4.1 Ordinary Least Squares Estimation IOLSE 最小二乘

拟合值 fitted values

j i x iB i 1.2 n C R

残差 residuals

e i y i i i 1， 2 n C R

估计参数 β

B ggminiyi xibi ggmi.nl y Xb112 4

求导即可 Σxiei 0 而 Xii 1 Σe i 0

R 7 0 㗊 bii 二 点 xiei i x i y x iB l X I y XB 5

e ER
Xi ERP

B XTX XT y 6

E RnXP y ER BE RP

Proof X E R 当 rank IX p 有 XTX 可逆

Lemma 对 矩阵 A E Rm 有 ATAX 0 Ax 0

显然

ATAX 0 有 XTATAX 二0

即 IAXITIAX I O 即 11Axlk 0

则 AX 0



回到原命题
记 NIX I V1 Xv O I N XX 1V1XTXV 0I

由Lemma 二者相同 即有 dim IN X 1 dim INIXTXII

又 p rank IX It dim IN IX rank1x1 p
i dim IN IXTX11 dimIN X1 0

古文 rank IXTX p 加之 XTXERPXP

则 XTX 满秩 可逆1 口

Supplementary
2 等

2
二 品 y xbITly xb

XT.ly xb y XbITX y XTXb lyTXTXTXD
2ㄨㄒ ly xb

4.2 Maximum Likelihood Estimation MLE 极大似 然

Assumption 4 random error vector follows a multivariate normal

E N10 02In
17

or y NIXβ 02In

y i i 1.2 n 相互 独立

对数似 然 函数

log Llβ 021 2 log12八 i log107 zlozlly Xβ112 18



关于 β最大化 等价于 14 即
在 E N 0， 02I1 的假设下 β的 MLE与 OLSE 相同

B XTX XT y 6

关于 0 最大化

OnLE n y XB
2

n l e
2

5 Properties of estimates and residuals 性质

5 1 e i yi xiβ 了 残差 的性质

fitted value of y

Ü Xβ XIXTXI XTy

记 H X IXTXI XT 则有 4 Hy

实际上 H是一个投影矩阵 将 y投影到设计矩阵 X 的列空间

H 的性质 1投影矩阵
1 H X1XTXHXT E RnM y y_y y Hy

2 H i i P I trIAB TriBAI 易证
g Hy

V13 H2 H H
T
H



V141 1I H1 I H I H 特征值为 0成 1

ˇ 151 I I H1 X 0 rank I H1 Σ入i tri I H n

t r I H n p
残差 ei 的 性质

111 ei y i i
121 Ele 1 0 Cov1e cov1 y j1 cov I H y

1I H 0 I.CI HIT31 E l e i var lei 1 1 H Ii门1 02
oy I H

141 El É ei n HIi.is 02 n p 02e_
表明 02 1n pi.ie i 是 02的无偏估计

注 模型建立时 截距项作为 Xii 二 1 的参数 故与其他书本略有差另

5.2 回归参数的 性质

lal 线性 Linearity β 是 y 的 线性函数

B XXT'XT y Ely1 Xβ

lb1 无偏性 Unbiasedness β 是 β 的无偏估计

E1B β

y XB 是 Ely 的 无偏估计
E 41 Ely

1 1 协方差矩阵 Covariance matrices



coV1B IXTXHXT.cov1yl.XIXix 1 02 XX

co v1e 021I H1 A 贝上

d1 Gauss Markov定理

在 Assumption 3条件下 向量 β 的任意 线性组合V1β 的 最小方差线性

无偏估计 1 Best Linear Unbiased Estimator BLUE 是 VTB 其中 VERP

分是 β 的 OLSE 1见作业1

在 Assumption 4 正态假设也成立时 VTB作为 MLE 是 V1β的最小方差无

偏估计 1Best Unbiased Estimator BUE1 即 v7β所有 1线性或非线性

无偏估计中方差最小的

let 02的无偏估计 Unbiased estimate for 02

Ep 是 0 的 无偏估计 见前

E 皆 02
Lemma tri H p

f 与残差的不相关性

e y y y X XTXT'XTy I I H Y

cov1B e1 0 E 11 HI y

Note 当正态假设 Assumption4成立时 β e



1g1 分布 当正态假设 Assumption4成立时

B n N I β 021XTXT
yn N Xβ O'II

cie yilIHlyEExin.pl

NM I rankA r µiAM O Aˋ A 多
是
实称

大州

XTAX N X r rank11H1 n p

在 Assumption 3条件下 向量 β 的任意 线性组合V1β的 最小方差线性

无偏估计 1 Best Linear Unbiased Estimator BLUE 是 VTB 其中 VERP

β是 β 的 OLSE VTB 的方差最小

I β成立1
i

EleTel E y I HIT I H y E l yT I H l y I

Ely
T I H Elylttrl II HI cov ly II



βTXTI I H1 Xβ 02tr II HI

法乙 0 Tri I H1

0 I tr Il tr州11
二 021n p1

or E leTel E E e i l

Σ E e i l E eiIP I E ei 0

法了
之 varies

t r I cov le e

t r I O I I H1

O n p


