
 

1 Expectations and covariance matrices of random vectors

Definition 1 1随机向量的期望与 协 方差1对 SER TER 记

E S IE IS 1 E ISTall E IS p 1IT

为向量 S 的期望 expectation1

COV S T ES S EIS Ill T E IT J E R

为向量 S 和 T 的 协方差矩阵 特别 地 记

UOU IT1 coVIT.TT

为 T 的 协方差矩阵 covariance matrix1

Proposition 1 1期望 协方差 性质 1

C ER Cz E R G S E R TERG

lal El C S C E S

bl 若 p q 则 E1St T1 EIS1 E ITI

111 COV IS T Ico v1T.SI IT
d coU IT 是半正 定的 1 positive semi definite PSD 1

celcovlCiS.cz T C cov1S T GT ER

ifI 若 G Cz 则
Cov ICI St CzT1 coVIC S t Cov CzT

COUICIS.GTItcoVICzT.C.SI



Proof CoveT1 E l T EITI T E T IT

i UT.coU T1 V E VT T EITII.IT ETIIT.V1

注 UT IT EIT E R 为 标量

i UTcoUTI.U E IUTIT EIT111 I 0

2 Multivariate Normal Distributions MNDS I

Definition 2 1 特征 函数 characteristic function

4x t E exp itTX t E R i 1

如果随机向量 X 满足如下特征 函数

火 t E exp itTX exp lili't it It1

其中 七 ER X ER i 二 1 则称 X 服从 几维 正态分布 In

dimentional normal distribution1 期望为 MER 协 方差矩阵为

E Rn 记作 X NIM 已 I

Remark Σ 为 半正定 1PSDI 即可

Theorem I X服从正态 X所有线性组合服从正态 1下面 二者等价
lal 随机 向量 X 服从多 元 正 态分布 In 维 正态分布1

lb1 对 VER 随机变量 VTXER 均服从正态分布

la DI



Lemma 1 随机向量 X Y E R 有
d
Y 等价于 UTXd UTY 对 VER 成立

Proof 已知 Xd Y 有

4x t 4y t1 t ER

有 4uix b 二 Elexpli DUTX I 4x 1bV1

4y 1bv
EIexpiilbV11YI

YuTY b

i vix d UTY 对 VER

已知 VER 有 UTXIVTY 有

取 b 1

4vix 11 4viy111 VE R

有 4x U EIexpl isUX11 4uix 1

4UTY 1

E Iexp I V'YI Il

4y V1

i Xd Y 口

Proof Theorem I

1a b1 i三 X NIM ΣI

有 4ǚǎiii 二 Elexplibvix 了



二 ǎiǐǔ
expSilviu b Σ b UTEv1I

VTX NIUTM.VE V

i hi lal ik E IX µ cov1X1 Σ

古文 El UTX1 UTM var IV'X1 V1ΣV

取 任 一 个 YER Y N iµ Σ 1

由 a b 有 VTY r NI VTu UTEV1 VER

加之 lb 表示 VER VTX N UTM UΣv1

得出 VTY d VTX 对 VER 成立

由 lemma 知 x d Y NIM Σ 1

Proposition 2 1密度函数 1 随机向量 X E R 随从 X NIM Σ1

则有 EI XI M CoVIX 二 己 且 当 Σ 正定时 X的概率密

度函数为

fㄨ dznnllzl explilx uTEllx.lu1 了 x E Rn

Remark 正态 随机向量的分布完全取决于 M 和 已

Prof 对特征函数 求导
d出 to E

d
型it to



E ix exp lit X1 l t o 1代入 t o 1

IE IX

E X i
d出世 to

1 可递 推得 E1x m im.ddh.io I

回到原题 EIX 二 I d出
i i.dexpl IMIE三十 三十

i 1 liµ O

M

UOUI X1 E XXT EXEXT

i 2 dtii to
一 µµ

Σ t MuT_Mui
二 之 口

计算概率密度 采用侍利叶逆 变换

f1 1 12万1n.IRn 4x t1 exp 一 itTX dt

fix1 lznlnfpnexpliuTt itTEt.it X1 dt

dznnliziexplilx uiztix.lu 了



Theorem2 closedness under linearoperations 已知 X NIM Σ1 对

确定的 A ER 和 b E R 均有

AXtb NIAMtD.AE AT1

Proof 4Axtb 1 1 E I exp it TIA Xtbl门 X is random

二 EI exp i AT TX 了 exp lit b

4 ATtl exp itTb

X N NIM ΣI

i 原式 exp liuTATt Ít A EAT t iTTb I
二 exp II I AM b T T 一 Σ TT AEAT t I

i AXtb NIAMtb.AE AT1

下面 讨论 独立 性 边际 分布 条件分布

Proposition 3 1 独立 性 independence 1 随机向量 X 和 X2 构造

二谈 及任意 七二 则有

Xi X2 4x t 4x.lt ault 1

Remark 如果 X X 形状相同 则有 若 X I X2 则有
4ㄨ ㄨ2It 4xilti14x.lt2

反之不成立



Proof 已知 Xi Xe

对于 XLY 有 EIXY EX EY

El exp lit TX titi X21 E exp it ix explitixzl了

二 Elexplitix El explitix217

即 4x 十 4x.lt 1 4ㄨ21T21

已知 4x t 4x.lt l 4x2lt21

取 一 随机向量不生 X2 且 不 Xi

记 x ̅ 二 炎I 由 4x t 4xiltilex.lt21

加之 x ̅ 生Xz 4ㄨ2 t2 4不 til

古文 4x t 4xiltiyx.lt21 4x.lt Yxl̅tzl

而由 ǐ X 4x.ltil 4xiltzl 4x ̅ It1

故 4x t1 4x ̅ it xd x ̅

而 Xi x ̅ Xi Xz

Theorem 3 1边际分布 marginal distribution 1 已知 X 是 X X2的联合分布

1 joint distribution1 服从如下联合正态分布

x 谈 心品 定器
则有 X X 的边际分布

X n N lµ En X2 n NIMz Eu1

更进一步 如果 Σ2 二 Σ2i 0 则有 Xi X2



Remark 边际分布 Xin NIM Σn X2 NIMz Eu1

且 CoV1Xi X2 0

无法 推出 二者 独立

Proof 由题 X二炎 记七二 且 X n Ni 沿 法器
注意到 4x.lt 1 E lexpiitix.li

El exp il ti OT X 了

二 4 1治
二 expliuiti itiz.it 1 对 t t ER

故 Xi N M Σ111 同理 Xz NIM Σ221 口

更进一步 若 Σ2 Σ.i 0 有

4x It1 expliu.Ttitiuzite itiE.it 一三tzTEzrtzl

expliluiti it.TEntil.expliluzTtz itiizntrl

4x.lti 4x.lt21

由 Proposition 了 知 X i L X L

Theorem 4 1条件分布 conditional distribution 已知 X 是 X X2的联合

分布 1 joint distribution1 服从如下联合正态分布

x 谈 心品 定器
且 已22 可 逆 则



Xi Xz N M it Σ12 i IXz Mil Σn Σ12222 已211

即 给定X2时 Xi 的分布

Remark 如上 的 假定可视为 X 1 response1 Xzlcovariate1 的线性木莫型

au t boXi t Σ

其中 Go µ Σ12ΣiMz

Do Σ 2Eri

β迶机误差 E N10 Σn En Eri Σ211

Proof 记 Z X1 Σ12Eu Xi 且 论 A 二 Σ1 In Σ22 En 则

I 1 器 一点器IX Nll.u iii.imI 陪
由 Theorem3 副对角矩阵为 0 故 Z X2

且 Z N M1 Σ12Σi'Mz A 1

古文 ZIXz Z N M1 Σ12Σi'Mz A 1

i X i lX2 Z Σ12Σ22X2 Xi

而 X2给定 Σ呍 X 为常数

X IX L N M it Σ12Ezi IX2 Mil Σn Σ12222 21 1



3 Quadratic forms of random vectors

Definition 3 1 二 次型 1 对 A ER 标量 XTAX称为矩阵 A

的 二次型 I X E R I

Lemma 1 迹的交了免 1 对于 C ER P 9 和 Cz E R 均有

r1C C2 r ICC I

Remark 只能 交换 2个矩阵 tri ABCI tr I CBA1

Proof Ci E R Cr E RSXP

易知 1C.Czliig7
CitikJCzEkjJIC2Cilii.is

É
CilikJCiikjji.trCC.cz

ii CiG iii
忘忘 CiEik Cilki É I CTikiCziki7

交换 i k记5 二 ÉÉC Ki CzEik 六点CzTik Ciiki

CzC iii

tri CzC I

Theorem 5 1 二次型期望1 已知 A ER 随机向量X E R 已知

E X µ cov1X Σ 则有

EI XTAXI MTAM t r I AΣ



Proof E II X M A X M I i X M A X M1 是标量

i t r l E I X M A X M131

E t r I X M A X M1 i 交换顺序Lemma1

i E t r I A X MIT I X M1 I

E tr AIX MIIX MITIJ

trlA.ES X M1 X M 了

t r l AΣ

而 ELXTAXI E I X M M TAI X M M1 I

E IX MITA IX M17 2E XMITAMI µAM

其中 2E XMITAMI ZAM.IE X M1 0

i EIXTAX I tr AΣ 十 MTAM

下面 讨论 正态 分布 的 二 次型 相关

Theorem A ER 是实对称矩阵 BE RP 且 BA 0 如果 随机 向

量 X NIM 02I 0E Rt 则有 BX XTAX

Theorem7 A BE R 均为实对称阵 满足 AB 0 如果 随机向量

X NIM O I OE Rt 则有 XTAX I XTBX

见作业 HW5



4 Chi Squire distribution 1421

Definition4 若随机变量 X X Xn n N10， 11 且 相互独立 记

Y X it X it t Xn 服从 自由度为 n 的 飞分布 Ichi square1

Y 221n

Proposition 4 丸
6141 正态 随机 向量 的 二次型

X E R 且 X NIM ΣI 且 Σ可逆 则有

lx µIT E I X µ1 X2In1

1b 九分布的期望和方差

若丫 xinl 则

ElYI n va r lYl 2n

111 九分布 的独立可加 性

若 Y 一 九2In1 X ni 且 Yi 则有

Y X In nzl

下面 讨论 正态 随机 向量二 次型 幂等矩阵 I idempotentlo o

Lemma 2 1幂等矩阵的特征 值 1 若矩阵 C 满足 C C C C

则 它的 特征 值一定为 0 或 1



Theorem 8 已知 X N i u I 1 有 一 实对称 阵 A ER 满足

A A MTAM O 记 r rank 1A 1 0 则有

XTAX 一 Xirl

见作业 HW 5
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