


































































1 Expectations and covariance matrices of random vectors

Definition 1 1随机向量的期望与 协 方差1对 SER TER 记

E S IE IS 1 E ISTall E IS p 1IT

为向量 S 的期望 expectation1

COV S T ES S EIS Ill T E IT J E R

为向量 S 和 T 的 协方差矩阵 特别 地 记

UOU IT1 CoV IT T1 E ITTT I E T EITT
为 T 的 协方差矩阵 covariance matrix1

Proposition 1 1期望 协方差 性质 1

C ER Cz E R G S E R TERG

lal El C S C E S

bl 若 p q 则 E1St T1 EIS1 E ITI

111 COV IS T Ico v1T.SI IT
d coU IT 是半正 定的 1 positive semi definite PSD 1

celcovlCiS.cz T C cov1S T GT ER

ifI 若 G Cz 则
CoUl Ci St CzT1 coVIC S t Cov CT

COUICIS.GTItcoVICzT.C.SI





































































2 Multivariate Normal Distributions MNDS I

Definition 2 1 特征 函数 characteristic function

4x t E exp itTX t E R i 1

如果随机向量 X 满足如下特征 函数

火 t E exp itTX exp lili't it It1

其中 七 ER X ER i 二 1 则称 X 服从 几维 正态分布 In

dimentional normal distribution1 期望为 MER 协 方差矩阵为

E Rn 记作 X NIM 已 I

Remark Σ 为 半正定 1PSDI 即可

Theorem 1 X服从正态 X所有线性组合服从正态 1下面 二者等价
lal 随机 向量 X 服从多 元 正 态分布 In 维 正态分布1

lb1 对 VER 随机变量 VTXER 均服从正态分布

la DI

Proposition 2 1密度函数 1 随机向量 X E R 随从 X NIM Σ1

则有 EI XI M CoVIX 二 己 且 当 Σ 正定时 X的概率密

度函数为

fㄨ dzjnllzl explilx MTEllx.lu I x E Rn

木既率密度函数 pxi iynfpn4xltl expl.it X1 dt
Remark 正态 随机向量的分布完全取决于 M 和 已





































































Theorem 2 closedness under linearoperations 已知 X NIM Σ1 对

确定的 A ER 和 b E R 均有

AXtb NIAMtD.AE AT I

否面 讨论 独立 性 边际分布 条件分布

Proposition3 1 独立 性 independence 1 随机向量 X 和 X2 构造

二谈 及任意 七二诖 则有

Xi X2 4x t 4x.lt ault 1

Remark 如果 X X 形状相同 则有 若 X I X2 则有
4ㄨ ㄨ2It 4xilti14x.lt2

反之不成立

Theorem 3 1边际分布 marginal distribution 1 已知 X 是 X X2的联合分布

1joint distribution1 服从如下联合正态分布

x 谈 心品 定器
则有 X X 的边际分布

X n N lµ En X2 n NIMz Eu1

更进一步 如果 Σ2 二 Σ2i 0 则有 Xi X2





































































Remark 边际分布 Xin NIM Σn X2 NIMz Eu1

且 CoV1Xi X2 0

无法 推出 二者 独立

Theorem 4 1条件分布 conditional distribution 已知 X 是 X X2的联合

分布 1joint distribution1 服从如下联合正态分布

x 谈 心品 定器
且 已22 可 逆 则

Xi Xz N M it Σ12 i IXz Mil Σn Σ12222 已211

即 给定X2时 Xi 的分布

Remark 如上的 假定可视为 X 1response1 Xzlcovariate1 的线性木莫型

au t boXi t Σ

其中 Go µ Σ12ΣiMz

Do Σ 2Eri

β迶机误差 E N10 Σn En Eri Σ211





































































3 Quadratic forms of random vectors

Definition 3 1 二 次型 1 对 A ER 标量 XTAX称为矩阵 A

的 二次型 I X E R I

Lemma 1 迹的交了免 1 对于 C ER P 9 和 Cz E R 均有

r1C C2 r ICC I

Remark 只能 交换 2个矩阵 tri ABCI tr I CBA I

Theorem 5 1 二次型期望1 已知 A ER 随机向量X E R 已知

E X µ cov1X Σ 则有

EI XTAXI MTAM t r I AΣ

下面 讨论 正态 分布 的 二 次型 相关

Theorem A ER 是实对称矩阵 BE RP 且 BA 二 0 如果 随机向

量 X NIM 02I 0E Rt 则有 BX XTAX

Theorem7 A BE R 均为实对称阵 满足 AB 0 如果 随机向量

X NIM O I OE Rt 则有 XTAX I XTBX





































































4 Chi Squire distribution 1421

Definition4 若随机变量 X X Xn n N10， 11 且 相互独立 记

Y X it X it t Xn 服从 自由度为 n 的 飞分布 Ichi square1

Y 221n

Proposition 4 为

141 正态 随机 向量 的 二次型

X E R 且 X NIM ΣI 且 Σ可逆 则有

lx µIT Σ I X µ1 X2In1

1b 九分布的期望和方差

若丫 xini 则

ElYI n va r lYl 2n

111 九分布 的独立可加 性

若 Y 一 九2In1 X ni 且 Yi 则有

Y X In nzl

下面 讨论 正态 随机 向量二 次型 幂等矩阵 1idempotentlo o

Lemma 2 1幂等矩阵的特征 值 1 若矩阵 C 满足 C C C C

则 它的 特征 值一定为 0 或 1

































Theorem8 已知 X N i u I1 有 一 实对称 阵 A ER 满足

A A MTAM O 记 r rank1A1 0 则有

XTAX 一 Xirl

If X » N(¹;¾2I); A 2 Rn£n satisfying A2 = A; ¹TA¹ = 0; then
XTAX

¾2
» Â2(r); where r = rank(A)

If A 2 Rn£n; and denote ¹ = E(X); § = cov(X); then we have
E(XTAX) = ¹TA¹+ tr(A§)


