
 1 Eigenvalues and eigenvectors

Definition 1 没 A 是复数域 C上的 n阶矩阵 若存在 数 入 EC 和非零的

n 维向量 x 使得

A x 几X

就称 入为 矩阵 A 的 特征 值 x 是 A 对应入 的 特征向量

Definition2 没 n 阶 矩阵 A 1aij 则

f IN det I n I A

入一an air an

ay 八一Giz Gzn

an in nàn

称为 A 的 特征多项式 几I A 称为 A 的特征矩阵

det I 入 I A O

称为 A 的特征方程

Theorem 1 Rank Nullity Theorem 秩 一零 化度定理1 没 A E F
mn

定义零空间 N IA I X E F AX 0了 则有

rank A dim N A1 n

Proof A初等行 变换 为

R 浯 吕

i rank IA r IRl r l E r r
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Rp 二 吕 吕 I 二

显然 rip n r 即列向量 线性无关

下 证 Rx 0 的 解 x 可由 P 的列向量表出

对 X IX i X2 T X E F r X i E F
n_n

使 Rx 二 0 则

Rx 二 语 合淡 二 0

i Xi 二 一 FX
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rank IA r

dim I N IAl dim IN IR11 dim1C P r iP n r

i rank A dim NIA1 n

Theorem2 下面两式等价
lal 入是 A 的 特征 值 α是 A 关于入的 特征向量

b 入满足 I入I A1 0 α 满足 α 0 八I A α 0



Proof a b

A α 几α α 0

即 1入I A X 0 存在非零解
i rank 入I A I an

In I A 1 0 口

1b1 1a

定义显然

Proposition 1 1性质 八是 A 的特征 值 a i i 1.2 m I

是 A 对应入 的 m个 特征向量

lal a b E F b n t a 是 bAt a I 的 特征 值

a i l i 1.2 mi 是 b At a I 关于 bnta 的 特征向量

b KEN 几K 是 AK 的 特征值 I x i l i 1.2 mi 是

AK关于 N 的 特征 向量

k 如果 A可逆 入 0 则 心是 A 的特征值 I α i l i 1.2
i im I 是 A 关于 心 的 特征 向量

d 入 也是 AT 的 特征 值

e 任意 α i 的非零 线性 组合都是 A关于八的特征向量



Proof lal Ibn ta α b入α tax

bA x tax

二 lbAt a II α

b RKα NE I入 α N Aα

二 A nK
2
α A2 几大3α

二 AKα
k 入 α A α

Aα 入α

d I入I A1 0

I MI AIT1 0

1 I入I AT1 0

e Aαi 入αi A kidi 入Ki Xi

A IE Kia il 入 IΣKi Xi

Theorem 3 Linear Independenceof eigenvectors1 入 入2 Rs 是

矩阵 A 的 s 个不同的 特征 值 αii i 1， 2 ri 了 是 A关于入i

的 ri 个 线性无关的 特征 向量 则整体集 αii j 1， 2 r

i 1.2 s 也是 线性 无关的

Proof 先证简单情形 n n rs 1



lil 当 S 1 显然

in 假设 s m 1 有 α 2 αm i 线性无关

liiil 当 S m 时

若 k k km I 使

Ki αi 0 111

1 同乘 A

I Ki lA ai l 0 121

Aα 入 iαi 故

KiRi Xi 二 0 131

111同王入m

只 KiRmαi 0 41

用 31 14

Kil入i 一入m αi Éikil八i AmI αi U 151

s m 1 有 α αmn I 线性无关

故式 15 有

Kill i Rm 0 i 1.2 im 1 61

I入 入 im了互不相同
i k k km O

代回小有

km αm 0 171

αm 0 km 0
y
同一个 心 它的特征向量
必定线性独立

即 Ki了 0 故 α am I 线性无关 s m 成立 口



② 一般情形

若 Kijlj 1.2 r i i i 1.2 s 使

Ě kijxij 0 181

记 5 i 二点kiidij 则 181变为

Si 0 191

给定 I 有 α ii l i 1.2 ri I 线性无关

故 若 Si 0 有 Kii Kiz Kiri 0

原问题 i 有 5 i 0

反证1 记非空集合 I C 1 2 s I 使得集合

Si 0 i E I 5 i 0 I I

原式 9 有

吂 Si 0 10

于是0 5i 二 点Kijdii 线性组合 Si 也是A 关于入 il IE II

的特征值 但 在①中 我们已证

每个特征值对应的自己的特征向量一定线性独立

15i是入i 的特征向量 但 Σ 15 二 0 却表明 9 之问不是独立

这与 1101 忌9 二 0 矛盾

故 9 i 0



2 Diagonal ization of Square Matrices
Theorem 4 A可以被 对角化 当且仅当 A E F 且 A有 n个线性无关

的 特征向量

Proof 111

已有 A PDP 其中 D diagldi.dz 入n l P α α2 anl

且 P是可逆 1即 满秩 1

AP 二 ID

即 A 1αi i i αn 1 1 α 一 αn l i diagl入 入n l

i I Aα Aαn1 I入 α1 入n αn l

i Aαi 入i Xi

i αi 是 A 关于八i 的 特征向量

又 P满秩 xi 0 且 线性独立 1 i 1.2 n

121

没 α α an 是 A 的 n个线性独立的特征向量 关于八i

i Axi 二八i Xi

构造 P x Xnl 是可逆的

构造 D diag 1入 in 是对角阵

有 AP Alai αn 1Aα Aαn1

入 α In an 1α αn diag 1入 ii 入nl

PD

A P DP



Theorem 5 已知 1Ri i 1.2 s 是 A 的 S个不同的特征值 用

Vi X E F IRi I A X O

表示 入i 的 特征空间 dim vi 称为 Ri li 1.2 SI 的 几何重数 1 geometric

multiplicity A可对角化 当且仅当 dim vi n

A可对角化 dim vi n

Proof

根据 Theorem 4 我们充惩
Édimlvi n A有 n个 线性 独立的特征向量

i

可以从每个 Vi 中 取 dim I Uil 个 线性独立的 特征向量

又 I dimIUil n 加之 Theorem 3

故 找到了 几 个 线性 独立的特征向量 口

A有 n个 线性 独立的特征向量

而 A 的所有 特征向量 应 在 所有特征空间 Vi 中 Ii 1.2 sl

in Édimlvil

另一方面 X 1112- A1 X 0 其中 1八I A l EF 心

解定间 n 即
至多只有找到 n个 线性 独立的特征向量



i n dim Vil

故 n二 点dim Nil 口

Theorem 6 没不同的 特征值 ni l i 1.2 s 则特征多项式 1characteristic

polynomial 1 I入I A I 可表示为

入I A I入一入i I n I Σ ri n

我们称 ri 为 入i 的 代数重数 1 algebraic multiplicity 1

1a 每个 特征值对应 的 几何 重 数 代数重 数

dim I Vil r i l i 1.2 s1

1b1 A 可对角 化 当且仅当 几何重数 二 代数重数

A is diagonalizable

二 i dim lvil ri

cci 如果 A 是可对角化 的 取 A 的每个入i 的 特征空间的惎

它们共同构成 F 的 一 组基

Proof lal 略

1121 根据 Theorem 5 A 可对角化 Édim I Vil n

我们只须证 Édimlvil n dim I vi r

①二

一 īiri n 而 dim I Uil ri

故 言dim IUil n



i

由 1a 知 dim I vi ri

i 言dim I vi ri n

但 言dim Vil n 等号成立

故 dim vi ri

101 A 可对角 化 点 dim1vi n

又 Vi 为 入i 的 特征空间

入i 的 基 张成了 Vi 而 dim Nil 术和为 n

故这些 基 共同 张成 F 口

Corollary 2 A可 对角 化

F ri t rank I 入i I A l n i 1.2 s

Pol A可对角 化 dim I vi ri

Ui 是 1入i I A X 0 的解空间

i dim Vil t rank I入i I A n

i r i t rank I 八i I A l n



3 Eigenvalues and eigenvectors of real sysmmetric matrices

下面 我们 仅考虑 实矩阵 A ER

Lemma I 已知 入是 A 的特征 值 α 是 A关于八的特征向量

则 入 也 是 A 的特征 值 α 是 A关于八的特征向量

Proof A x 入α i A ER A A

Aα Aα Aα 入α 入 α

α o i α 0

入 也 是 A 的特征 值 α 是 A关于八的特征向量

Theorem7 已知 A 是 实对称 矩阵 RSM real symmetric matrix1

则 A 的所有 特征 值均 为 实数

A E R and AT A Ri ER

Proof 几 E C 是 A 的 特征值 特征向量 α laitbii.at bzi antbni

Aα 入α α 0

由 Lemma 1 Aα 入 α

AαIT IT x ̅ IT αTAT αTA 入αT

右乘 X 入 α α α A α αT Inα1 入αTα

0 入一入 I αTα 入 N.la 一 bii an bn i a tb i 一 antbniIT

N_N Élaitbjl



一 0 x ajtbji IT Etait bi 0

i 入一入 0 入 ER

Theorem 8 已知 A 是 实对称 矩阵 则 A 的 不同 特征 根 的

特征 向量 是 相互 正 交的 1 orthogonal 1

Proof α α 是 A关于 入 入2 的 特征向量 1入 八 1

Aα 入 α Aα2 二 八2α2

i Nixixz IN XiITα2 A X ITα2

TATα2 XiTIATX21

α T Aα21 αT 1 12α2

nαiα2

I入 一入21 αiα2 0 I 八 入2

αiα2 0

1 注 正交 必 独立 易证 1



4 Orthogonal Diagonal ization of RSM

Theorem 9 A 是 实对称 矩阵 等价于 存在正交阵 Q 使得

QTAQ 是 一个对角阵 我们称 A 可正交对角化

A 是实对称 阵1 n

unn.FIA QDQT

其中 Q为正交13ÉTQQTIǏI D为对角阵

叶



Proposition 3 A 是实对称阵 记 入min 和 入max 为 A 的最小和最大的

特征 值 对任意模长为 1的向量 X E R 11X11 1 有

入min XTAX 入max

Proof A为实对称矩阵
二 A QDQT QQT I D diag In 入nl

对 XER 11X11 1

亽 y QT x l y yn l
T

有 y
T
y 1QTXITQTx XTQQTX XTX 11x11 1

i 11y11 1

计算 XTAX XTQDQTX

IQTXTDIQTX1

yTD y

二 点 Niyi

对 i 有 几min yi 入i yi 入max yi

i 几min Σyi2 ΣRi yi 入max Σyi



又 11411 Σyi 1

i 入min ΣXi yi XTAX 入max

取等时 以 XTAX 入max 为例
当 AX 入maxX 时 XTAX 二XT入maxX Amax11X11 入max

即 x 为 A关于 Xmcx 的特征向量

Theorem 12

实对称阵是正定的 当且仅当 它的特征 值均正

实对称阵是半正定的 当且仅当 它的特征 值均非负

Proof

由 y Q
T x A QDQ

T
D diag 入 一 in

有 XTAX XTQ DQT x 10x ̅ T D QTX

yㄒDy
言 niyi

入i 0 有 XTAX Σ入iyi 0 A正定

入i 0 有 XTAX Σ入iyi 2 0 A半正定 口

1 以 第 为例 1

由 X 有 XAX 0

分解 A QDQ
T D diag I入 in



取 X为 几i 对应 的 特征向量 xi

i TAX αi'Aαi a i n i x i Ni ll ai ll s O

i N s O


