
 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

单变量 线性回归

1 Form and Assumption 形式 作文没

Observation i x i y i i 1.2 n

Form of univariate Linear regression

Yi 二 βo β1 Xi t Ei

covariance xi is nonrandom

response yi
intercept βo is unknown parameters

slope β is unknown parameters

error Ei is random variable

误差 1 yi 不能被 Xi 解释的部分 1

Assumption of Ei 只要不相关 不需要 独立

Gauss Markov condition for unknown constant 02

E I E i 0

COUEi.gl 1 0 I 1
1 02 i j

Based on assumption

yi Bot β Xi t Ei

ELyi βo β Xi

coucyi y i l
1

0 it i
02 i 1

Univariate Linear Regression



 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

2 Estimation of the regression parameters 估计 βo β 02

Method 1 Ordinary least squares estimation cOLSEI 普通最小二乘法

Intuition Loss function

QIBo β l i y 一 Ely F

忌 I yi βo βi Xi F

Solution derivative of quadratic lossfunction
2Q
2β0 β i

2 l y iㄧBo i x i O

二阶导

孠8 β i 2 Ělyi Bo Bix il Xi O

Bo 二 g x ̅ Bi

i ˋ 笓 0ǒà焱 二 出

β iyi p.io_Bixi o nBo E yi i Σxi Bo J xB̅i
Bi icy i o i xi lXi 0 Σlyi g x ̅ i B Xi Xi O

LHS ΣXiyi gEX.it xB̅i E Xi 一 Bi E Xi O

i i Σ Xilxi x ̅ Σxilyi.gl
Bi Σ I Xi x ̅ x ̅ II Xi x ̅ E I X i x ̅ x ̅ Ily g

it is obvious that ΣI Xi x1̅ Σxi nx ̅ 0 Σlying1 0

Bi El Xi x ̅ I Σ I X i x ̅ I lying1

i 0ǒàiiy 二 出



 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

Remark Sum of Squares of the Residuals Errors1 残差平方和

ei y i ㄧ i

i BotBi xi
SSE ei I yi Bò_Bi xi

Property

e i o

xiei 二 0

7
时 Σ e ΣI y i y1 El yi Bo Bi Xi

I y i Σ 1 g_x ̅Bil 一 之Bìxi
Ey i ng l t n x ̅Bi 一 Bizxi
Bi I nx ̅ Σㄨ i l

0

ΣXili I Xi ly i i 1 E Xi yi ΣXi Bò β Xil

二 ΣXi yi 一 Σ Xi g xp̅i BiXi1

ΣXiyi g Exit x ̅Bi ΣXi t Bi ΣXi

二 Σ Xi l yi g t Bi E Xi x ̅ x i

Bi Σ Xilxi x ̅ ΣX i l yi y 1

Σxicyi.gl 一 Σ xilyi y
0

Remark β B are random variables

while β β are 1unknown1 constants



 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

O Method2 Maximum Likelihood estimation M LEI 极大似然估计
Add Assumption

yi ave independent

i i.d Ei N1 0 02

therefore yi βo β xi t Ei N Iβ0 β Xi 0

Intuition max Likelihood function or Log Likelihood function 1

fiyi i o'EXP1 20'2Iyi 1β βXi112I
LIβ β 02 其 fi yi βo β1 02

log L Ǐ log 2下02 2012 Iyi 1β βXi112

Solution

Bo Bi are the same

發 ozone
二 ziz 1 4Éi Iyi 1BotBiXi II

0'2 n点 iyi ig.ir
n 点 lyi Bi β xi 二阶导

Remark n ElYi yi is biasedness

Ó n_z y i i
n2， 2 lyi Bò B x i is unbiasedness



 

 

 

 

Property Ò2 n_z yi

二 n 2， 2 lyi Bò B x i is unbiasedness

Proof 见后

3 Properties of Ordinary least squares estimation 最小二乘性质
探究 参 数 β β 的估计 Bi Bi 的 性质

Linearity
Bo Bi are linear functions of yi

Bi 二 点

iiixi.y.si
二 g pix ̅ 二 点 ln

iiiiiiiiiy.no

pi E'XiEiyi
gi

LiZIXi Iyi Lk EIxi x ̅ y
L ㄨ I Xi x ̅ I y 0

i g xβ̅i n I y i hiΣxx̅i xi̅yi

Ěl n一点iiixi̅iyi 口

Unbiasedness

E1义1 X 这在 实践中是有利的 表明 重复次数增多

估计 值 的平均会 越来越靠近真实 值



El Bi β1
El Bo 二 β

可 ElBi Σ ixx̅ ̅ Ely I
二 Σ iii I β βiX i

Ex Σ1ㄨ i x1̅ d ΣXix x ̅

O d i E IX i x ̅ x ̅ Il Xi x ̅ I

二 品 Lxx 0

β

E1 E1 g x ̅Bi
n Σ Elyil x ̅ El Bi

二 rt21Butβ X 一 x.̅β
二 inβo βin ΣXi βi x ̅

二 βo

Variance and covci β

vari Bi 二 一如

varcs 1 ntixii.io
couiBi Bò 二 ii _x ̅ 2 0



roof variil var1 已 iix ̅ yil
二 己 公

2 ua rlyil

二
已出 02

二 感
var181 varcg x ̅ i

varig1 varixi̅ 0

nt Σvariyiltotot.to 1 x ̅ 感
h 02 x ̅

n ǖi102
covii Bo E 1 i E i 1 1 Bo E lol I

E1 i β Is Bo Bol
二 El Bi β I 1g x ̅Bi βo
E Ii β g EI Bi B i x'̅β门 一 Eli i βi β
Eli β1 E IBD β 二 0

g n ΣBotβ Xi l Bo β Xi Const

O x ̅ Eli 一 βBil O

x ̅ Ei Bi t Xβ ElBI
x ̅ Ivar1Bit E Ii Ii I x ̅ Bi
x ̅ Lǎ xβ̅ xβ̅

二一 o 口

i 二 点 iiíiiyi
3 二 5 ix ̅ 二 昙 lniiiiiiy

10ˇi'β



Distribution

Add Assumption
E i N1 0 021

yi N Bot β Xi 021 yi independent

Linearity
Bin N I β 前 iii
Bi N I β I n't ixixi.IO 1

MLE Assume Ei N 10 021

残差 e y yi 与 Bi Bo 不相关 1不代表独立1

coucei Bi 0

coulei Bo 0

Proof

cov lei Bol covlyi Bo Bixi.si I
covlyi Bo varipsol xi.co v i βò

Bo Σ It x ̅
出 yi coviyi y 0 itj

In_ x ̅ 02 In 苡 02 xi㣻 02

0

coucei Bi covlyi o Bixi.it
covlyi.BD covli.Bil xi.ua rail

i Σ Xiii yi cou i y i y l 0 i打
二

ㄨ i 02 Ǖx02 Xi 0区
2



二 0 口

MLE 0 的 无 偏估计 见 1.2

Ó n_z y i i
n 2 2 lyi Bò B x i is unbiasedness

Rm yi Bo β 是 随机 变量 β β X 为定常数

Proof e i y i y y i Bi Bi Xi
El Ee i E E y i yi ΣElyiōiF

Elyōi 门 varlǒji i1
E I y i l E Iyi RotβiXi βo βiX i 0

二 varlyiltvarlyl 2covlyi.li
0 varlBotixil 2coulyi.itBi Xi I

二 varloltxi2 varIBiltzx.cov1Bo Bi
n ǎ 0 十 xi.co 2xi Ei0
n ǎi x ̅ Xi 2ㄨㄨ i 1

ㄈㄣ ā I X i ㄨ 1

covlyi.Boltxicovlyi.it
covlyi Bo In

x ̅
出 0

coviyi.in 感02

n xi̅iix1̅02 ㄨ出 o



二
0 IXi x ̅ 1Xi x ̅ Xiii 2

i E l y i i F
0 i ǎilxi x1 21 只 心惑02
0211十六十 ㄨ

IX i x1̅ 一 n2_ ā xi x ̅R

021 1 n L l Xi x1̅2

ElÒ n_z Σ Eceil

二 n 2 Σ0 1 n ㄨ

n_z n 1 Σ 心 02

n_z n 1 1 02

0

对于固定的 I i 也是 y yn 的 线性组合

i i i x i
i N 1βo β xi In't 公 1021

Remark xi 固定 1 i 固定

001
Ely 1 E IBolt El Bi Xi 二 But β Xi

Varcyi Var Bòtixi
Var Bo rarlBixi 2 cov1 so Bi Xi
1h ㄨ品 02 x i 品 2xiǖ 02
int 业灭 102 口


